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Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îêðóæíîñòè

Îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, óäàë¼ííûõ îò çàäàííîé
òî÷êè (öåíòðà îêðóæíîñòè) íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå (ðàäèóñ îêðóæíî-
ñòè).

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îêðóæíîñòè âûâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðèçíàêîâ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, ïðèçíà-
êîâ è ñâîéñòâ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ñóììû óãëîâ òðåóãîëü-
íèêà. Èõ ìû è ðàññìîòðèì â ýòîì ïàðàãðàôå.

Òåîðåìà 1. Äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé õîðäå, äåëèò ýòó õîðäó ïî-
ïîëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü AB � äàííàÿ õîðäà, à CD � äàííûé äèàìåòð.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1) AB ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñòè. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû
î÷åâèäíî.

2) AB íå ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì. Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì öåíòð îêðóæ-
íîñòè ÷åðåç O (íà ðèñóíêå íèæå).

Òðåóãîëüíèê 4OAB � ðàâíîáåäðåííûé (OA = OB êàê ðàäèóñû), ïî-
ýòîìó åãî ìåäèàíà ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé. Ñëåäîâàòåëüíî, äèàìåòð CD ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí õîðäå AB. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ïåðâûé ïóíêò äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèì, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå íå îáðàçóåòñÿ òðåóãîëüíèê 4OAB (òî÷êè O,A,B ëåæàò íà îä-
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íîé ïðÿìîé), è ðàññóæäåíèå, ïðèâåä¼ííîå âî âòîðîì ïóíêòå, íå ïðîõî-
äèò.

Òåîðåìà 2. (îáðàòíàÿ ê òåîðåìå 1) Åñëè äèàìåòð ïðîõîäèò ÷åðåç ñå-
ðåäèíó õîðäû, íå ÿâëÿþùåéñÿ äèàìåòðîì, òî îí äåëèò ýòó õîðäó ïî-
ïîëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, CD � äàííûé äèà-
ìåòð, AB � äàííàÿ õîðäà (ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó AB íå äèàìåòð, òî÷êà
O íå ëåæèò íà îòðåçêå AB).

Òðåóãîëüíèê 4OAB ðàâíîáåäðåííûé (OA = OB êàê ðàäèóñû), çíà-
÷èò, ìåäèàíà â í¼ì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è âûñîòîé. Ïîýòîìó CD ⊥ AB.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè îïóñòèòü óñëîâèå, ÷òî õîðäà íå ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì,
òî òåîðåìà ñòàíåò íåâåðíîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü äâà äèàìåòðà,
òî îíè äåëÿò äðóã äðóãà ïîïîëàì, ïðè ýòîì îíè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ
ïîä ëþáûì óãëîì îò 0◦ äî 90◦.

Òåîðåìà 3. Äâå õîðäû îäíîé îêðóæíîñòè ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè óäàëåíû îò öåíòðà îêðóæíîñòè íà ðàâíûå ðàññòîÿíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïîäîáíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû (¾À òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Á¿, ãäå À, Á � íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ) ïîäðàçóìåâàåò
ðàâíîñèëüíîñòü À è Á. Èíà÷å ãîâîðÿ, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) åñëè âûïîëíåíî À, òî âåðíî Á;
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2) åñëè âûïîëíåíî Á, òî âåðíî À.

Òàêèì îáðàçîì, íàì ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü äâà óòâåðæäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, AB è CD � äàííûå
õîðäû, P è F � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè O íà
AB è CD ñîîòâåòñòâåííî (ðèñóíîê âûøå). Ïðîâåä¼ì ðàäèóñû OA, OB,
OC è OD. Òðåóãîëüíèêè4OCD è4OAB � ðàâíîáåäðåííûå, ïîýòîìó
èõ âûñîòû OF è OP ÿâëÿþòñÿ ìåäèàíàìè, ò. å. CF = DF,AP = BP .

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè õîðäû ðàâíû, òî ðàâíû è ðàññòîÿíèÿ îò
öåíòðà, îêðóæíîñòè äî ýòèõ õîðä. Èòàê, ïóñòü AB = CD. Òîãäà
AP = CF (êàê ïîëîâèíû ðàâíûõ îòðåçêîâ); òðåóãîëüíèêè 4APO è
4CFO ðàâíû ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå (CO = AO êàê ðàäèóñû). Ñëå-
äîâàòåëüíî, OF = OP . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî åñëè ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî õîðä
ðàâíû (ò. å. OF = OP ), òî ðàâíû è ñàìè õîðäû (ò. å. AB = CD).
È äåéñòâèòåëüíî, òðåóãîëüíèêè 4APO è 4CFO ðàâíû ïî êàòåòó è
ãèïîòåíóçå (OP = OF ïî óñëîâèþ, OA = OC êàê ðàäèóñû), ïîýòîìó
AP = CF . Òàê êàê CB = 2CA, à AB = 2AP , îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
AB = CD. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäóñíîé ìåðîé äóãè íàçûâàåòñÿ ãðàäóñíàÿ ìåðà ñî-
îòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî óãëà.
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Åñëè ∠AOB = α (ðèñóíîê âûøå), òî òî÷êàìè A è B îêðóæíîñòü äå-
ëèòñÿ íà äâå äóãè (α è 360◦ − α). Âìåñòî ñëîâ ¾ãðàäóñíàÿ ìåðà äóãè
AB ðàâíà α¿ äëÿ êðàòêîñòè ÷àùå ãîâîðÿò ¾äóãà AB ðàâíà α¿ .

Òåîðåìà 4. Äóãè, çàêëþ÷¼ííûå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè õîðäàìè, ðàâ-
íû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, AB è CD � äàííûå
ïàðàëëåëüíûå õîðäû, P è F � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåí-
íûõ èç òî÷êèO íà õîðäûAB è CD ñîîòâåòñòâåííî (íà ðèñóíêàõ íèæå).

Òðåóãîëüíèêè 4OAB è 4OCD ðàâíîáåäðåííûå (OA = OB = OC =
= OD êàê ðàäèóñû), ïîýòîìó èõ âûñîòû OP è OF ÿâëÿþòñÿ òàêæå
áèññåêòðèñàìè. Îòñþäà:

∠POA = ∠POB, (1)

∠COF = ∠DOF. (2)

Äàëåå íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî âîçìîæíû ðàçíûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ
õîðä: öåíòð îêðóæíîñòè O ëåæèò ìåæäó õîðäàìè (ðèñóíîê ñïðàâà)
èëè íå ëåæèò ìåæäó õîðäàìè (ðèñóíîê ñëåâà). Ñëó÷àé, êîãäà öåíòð
îêðóæíîñòè ëåæèò íà îäíîé èç õîðä, ðàññìîòðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Èòàê, äëÿ ñëó÷àÿ íà ðèñóíêå ñëåâà âû÷èòàåì èç ðàâåíñòâà (2) ðàâåí-
ñòâî (1) è ïîëó÷àåì ∠COF −∠POA = ∠DOF −∠POB, ò. å. ∠COA =
= ∠DOB.

Äëÿ ñëó÷àÿ íà ðèñóíêå ñïðàâà èç ðàâåíñòâà 180◦ = 180◦ âû÷òåì ñóììó
ïåðâîãî è âòîðîãî ðàâåíñòâ. Ïîëó÷àåì

180◦ − ∠POA− ∠COF = 180◦ − ∠POB − ∠DOF.
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Îòêóäà ∠COA = ∠DOB. Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî öåíòðàëüíûõ óãëîâ
êàê ðàç è îçíà÷àåò ðàâåíñòâî äóã AC è BD. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Íà ïðîäîëæåíèè õîðäû AB îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O
çà òî÷êó B îòìå÷åíà òî÷êà C òàêàÿ, ÷òî îòðåçîê BC ðàâåí ðàäèó-
ñó îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ CO ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ K è N
(K ëåæèò ìåæäó C è O). Íàéäèòå óãîë ∠ACN , åñëè óãîë ∠AON ðàâåí
33◦.

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì ðàäèóñ BO è îáîçíà÷èì èñêîìûé óãîë ACN ÷å-
ðåç α (ðèñóíîê íèæå). Òðåóãîëüíèê 4OBC ðàâíîáåäðåííûé (OB =
= BC), ïîýòîìó ∠BOC = α. Ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà
∠ABO = ∠BOC + ∠BCO = 2α.

Òðåóãîëüíèê 4AOB òàêæå ðàâíîáåäðåííûé, ñëåäîâàòåëüíî, ∠OAB =
= 2α, ∠AOB = 180◦−∠ABO−∠OAB = 180◦− 4α. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî ∠AON = 180◦ − ∠BOC − ∠AOB = 180◦ − α − (180◦ − 4α) = 3α.
Òàê êàê 3α = 33◦, òî α = 11◦.

Îòâåò: 11◦.

Ïðèìåð 2. Äàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè è ïåðåñåêàþùàÿ
èõ ïðÿìàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè ýòîé ïðÿìîé, çàêëþ÷¼ííûå ìåæäó
îêðóæíîñòÿìè, ðàâíû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, AD è BC � äàííûå õîðäû.
Îïóñòèì èç òî÷êè O ïåðïåíäèêóëÿð OH íà äàííóþ ïðÿìóþ.
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Òàê êàê äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé õîðäå, äåëèò ýòó õîðäó ïîïîëàì,
òî÷êà H ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé êàæäîãî èç îòðåçêîâ AD è BC, ò. å. AH =
= DH è BH = CH. Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì,
÷òî AB = CD. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 3. Êàæäàÿ èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä äåëèòñÿ òî÷êîé ïå-
ðåñå÷åíèÿ íà îòðåçêè a è b (a > b). Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà
îêðóæíîñòè äî êàæäîé èç ýòèõ õîðä, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äàííûå õîðäû
ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, AB è CD � äàííûå õîðäû,
M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AB è CD, AM = DM = a,CM = BM = b.
Îïóñòèì èç òî÷êè O ïåðïåíäèêóëÿðû OF è OL íà AB è CD ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå OFML òðè óãëà ïðÿìûå
(∠FML = 90◦ ïî óñëîâèþ, ∠OFM = ∠OLM = 90◦ ïî ïîñòðîåíèþ),
ò.å. îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì. Êðîìå òîãî, ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà
îêðóæíîñòè äî ðàâíûõ õîðä ðàâíû è ïîýòîìó OF = OL (ýòî îçíà÷àåò,
÷òî OFML � êâàäðàò).

Äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé õîðäå, äåëèò ýòó õîðäó ïîïîëàì. Îòñþäà
F � ñåðåäèíà AB, ïîýòîìó

FM = AM −AF = AM − 1

2
AB = a− 1

2
(a+ b) =

1

2
(a− b).

Çíà÷èò, èñêîìûå ðàññòîÿíèÿ ðàâíû 1
2(a− b).

Îòâåò: 1
2(a− b).

Òåîðåìà 5. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, èç êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê
AB âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì, åñòü îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà îòðåç-
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êå AB êàê íà äèàìåòðå, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê A è B.

Çàìå÷àíèå. 1. Ïóñòü òî÷êà A íå ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Òîãäà ñëîâà
¾îòðåçîê AB âèäåí èç òî÷êèM ïîä óãëîì α îçíà÷àþò, ÷òî ∠AMB = α.

2. Ïîä ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ êàêîìó-ëèáî óñëîâèþ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó óñëîâèþ Y , òðåáóåòñÿ äîêàçàòü äâà óòâåðæäå-
íèÿ:

1) åñëè òî÷êà ëåæèò â ìíîæåñòâå X, òî óñëîâèå Y âûïîëíåíî;

2) åñëè òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Y , òî îíà ëåæèò â ìíîæåñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî åñëè òî÷êà M ëåæèò íà
îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AB è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç òî÷åê A
èëè B, òî ∠AMB = 90◦. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü O � öåíòð îêðóæíî-
ñòè, òîãäà AO = MO = BO (êàê ðàäèóñû). Îáîçíà÷èì ∠AMO = α,
∠BMO = β. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè 4AMO è 4BMO ðàâíîáåäðåí-
íûå, òî ∠MAO = α, ∠MBO = β. Çàïèñûâàÿ ñóììó óãëîâ òðåóãîëüíè-
êà 4ABM , ïîëó÷àåì: α+ (α+ β) + β = 180◦, îòêóäà α+ β = 90◦, ò. å.
∠AMB = 90◦.

2. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè ∠AMB = 90◦, òî òî÷êà M ëåæèò íà
îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AB Îáîçíà÷èì ∠MAB = α. Îòëîæèì îò
ëó÷à MA â ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó B, ëó÷ l, îáðàçóþùèé ñ
ëó÷îì MA óãîë α (íà ðèñóíêå íèæå). Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷à l è îòðåçêà AB ÷åðåç O. Òîãäà ∠BMO = ∠BMA − ∠AMO =
= 90◦−α, ∠ABM = 180◦−∠BAM−∠BMA = 180◦−α−90◦ = 90◦−α.
Çíà÷èò, îáà òðåóãîëüíèêà 4AMO è 4BMO ðàâíîáåäðåííûå, îòêóäà
AO =MO = BO.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O ðàäèóñà OA ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êè A,B,M . Òàêèì îáðàçîì, îòðåçîê AB ÿâëÿåòñÿ å¼ äèàìåòðîì, è
îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î ìåäèàíå ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà (è îáðàòíóþ ê íåé), òî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ñóùåñòâåí-
íî óïðîñòèòü. Ôàêòè÷åñêè, â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâî ìåäèàíû
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà áûëî ïîëíîñòüþ îáîñíîâàíî.

Ïðèìåð 4. Â òðåóãîëüíèêå 4ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AL è BF . Äî-
êàæèòå, ÷òî òî÷êè A,B, F, L ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB.

Ïîñêîëüêó èç òî÷åê F è L îòðåçîê AB âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì (íà
ðèñóíêå âûøå), ýòè òî÷êè ëåæàò íà ðàññìàòðèâàåìîé îêðóæíîñòè.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 5. Èçâåñòíî, ÷òî AB � äèàìåòð îêðóæíîñòè, à õîðäû AC è
BD ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî AC = BD, à CD � òàêæå äèàìåòð.

Ðåøåíèå. Óãëû ∠CAB è ∠ABD ðàâíû êàê íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ AC è BD. Êðîìå òîãî, ∠ACB = ∠ADB = 90◦,
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òàê êàê òî÷êè C è D ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AB. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè 4ABC è 4BAD ðàâíû ïî
ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó. Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî AC = BD.

Îáîçíà÷èì öåíòð îêðóæíîñòè ÷åðåç O. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî CD �
äèàìåòð, ïðîâåä¼ì îòðåçêè CO è OD è ïîêàæåì, ÷òî ∠COD = 180◦

(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè , O, D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé).

Ïóñòü ∠CAO = α. Òîãäà ∠ACO = α (ò. ê. òðåóãîëüíèê 4ACO �
ðàâíîáåäðåííûé), ∠AOC = 180◦ − 2α. Òàê êàê ∠DBO = ∠CAO,
òî ∠DBO = α, ∠BDO = α (òðåóãîëüíèê 4BOD ðàâíîáåäðåííûé),
∠AOD = ∠DBO + ∠BDO = 2α (òåîðåìà î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíè-
êà).

Èòàê, ∠COD = ∠AOC + ∠AOD = (180◦ − 2α) + 2α = 180◦, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî CD � äèàìåòð.

Äàëåå áåç äîêàçàòåëüñòâà íàïîìíèì ñâîéñòâà ñåðåäèííîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà ê îòðåçêó è áèññåêòðèñû óãëà.

Òåîðåìà 6. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó åñòü ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò êîíöîâ îòðåçêà.

Òåîðåìà 7. Áèññåêòðèñà óãëà åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ëåæà-
ùèõ âíóòðè óãëà è ðàâíîóäàë¼ííûõ îò åãî ñòîðîí.

Ïåðâàÿ èç ýòèõ òåîðåì ïðèãîäèòñÿ íàì, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå
öåíòðà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 8. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì ëþáîãî òðå-
óãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 4ABC � äàííûé òðåóãîëüíèê. Ïðîâåä¼ì ñå-
ðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê åãî ñòîðîíàì AB è AC è îáîçíà÷èì èõ
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç F (åñëè áû îêàçàëîñü, ÷òî îíè íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé).

Òî÷êà F ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê AB, ïîýòîìó AF =
= BF , òî÷êà F òàêæå ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê AC,
ñëåäîâàòåëüíî, AF = CF . Îòñþäà BF = CF , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà
F ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó BC. Êðîìå òîãî,
ïîñêîëüêó AF = BF = CF , òî÷êà F ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà 4ABC. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 6. Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà áèññåêòðèñå KP òðåóãîëü-
íèêà 4KLM êàê íà äèàìåòðå ïåðåñåêàåò åãî ñòîðîíû KL è KM â
òî÷êàõ A è B. Íàéäèòå AK, åñëè BK = 10.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó KP � äèàìåòð îêðóæíîñòè, à òî÷êè A è B ëåæàò
íà ýòîé îêðóæíîñòè, ∠PAK = ∠PBK = 90◦. Òðåóãîëüíèê 4AKP è
4BKP ðàâíû ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó, ñëåäîâàòåëüíî, AK =
= BK = 10.

Îòâåò: 10.
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Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, åñëè
îíà èìååò ñ íåé ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó.

Òåîðåìà 9. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûé â òî÷êó êàñàíèÿ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ÷òî ðàäèóñ îêàçàëñÿ íå
ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, l � êàñà-
òåëüíàÿ, A � òî÷êà êàñàíèÿ. Îáîçíà÷èì îñòðûé óãîë ìåæäó ðàäèóñîì
OA è ïðÿìîé l ÷åðåç α. Îòëîæèì îò ëó÷à OA óãîë 180◦ − 2α, ò. ê.
α < 90◦, òî 2α < 180◦ è 180◦ − 2α > 0.

Ïóñòü B � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòëîæåííîãî ëó÷à ñ ïðÿìîé l. Ïî ñóììå
óãëîâ òðåóãîëüíèêà 4OAB íàõîäèì, ÷òî ∠ABO = α, ñëåäîâàòåëüíî,
òðåóãîëüíèê 4OAB ðàâíîáåäðåííûé, OB = OA.

Òàê êàê îêàçàëîñü, ÷òî îòðåçîê OB ðàâåí ðàäèóñó îêðóæíîñòè, òî÷êà
B òàêæå ëåæèò íà äàííîé îêðóæíîñòè. Íî òîãäà ó îêðóæíîñòè äâå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé l, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (êàñàòåëü-
íàÿ äîëæíà èìåòü ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó ñ îêðóæíîñòüþ). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 10. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó îêðóæíîñòè è ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ ðàäèóñó, ïðîâåä¼ííîìó â ýòó òî÷êó, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé
ê îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêæå ïðîâåä¼ì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äàííàÿ ïðÿìàÿ íå êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, ò. å. èìååò ñ íåé äâå îáùèå
òî÷êè. Îáîçíà÷èì öåíòð îêðóæíîñòè ÷åðåç O, à òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
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ïðÿìîé ñ îêðóæíîñòüþ ÷åðåç A è B.

Òîãäà òðåóãîëüíèê 4OAB ðàâíîáåäðåííûé. Òàê êàê óãëû ïðè îñíîâà-
íèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà îñòðûå, òî ∠OAB = ∠OBA < 90◦.
Íî ïî óñëîâèþ äàííàÿ ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåä¼ííî-
ìó â òî÷êó A. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ïðèìåð 7. Õîðäà áîëüøåé èç äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé êà-
ñàåòñÿ ìåíüøåé. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà êàñàíèÿ äåëèò ýòó õîðäó ïîïî-
ëàì.

Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî îêðóæíîñòè íàçûâàþòñÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè,
åñëè îíè èìåþò îáùèé öåíòð. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòåé, AB �
õîðäà áîëüøåé îêðóæíîñòè, F � å¼ òî÷êà êàñàíèÿ ñ ìåíüøåé îêðóæ-
íîñòüþ.

Ïîñêîëüêó ðàäèóñ, ïðîâåä¼ííûé â òî÷êó êàñàíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðåí
êàñàòåëüíîé, OF ⊥ AB. Òàê êàê äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé õîðäå,
äåëèò å¼ ïîïîëàì, òî÷êà F ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé AB (OF � ÷àñòü äèà-
ìåòðà áîëüøåé îêðóæíîñòè, AB � å¼ õîðäà). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 11. Äëèíû îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ ê îêðóæíî-
ñòè èç îäíîé òî÷êè, ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O, òî÷êà M ëå-
æèò âíå îêðóæíîñòè, MA è MB � êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè (A è B
� òî÷êè êàñàíèÿ).

Òîãäà ∠OAM = ∠OBM = 90◦ (ðàäèóñ, ïðîâåä¼ííûé â òî÷êó êàñàíèÿ,
ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé). Ñëåäîâàòåëüíî, 4AOM = 4BOM ïî
êàòåòó (AO = BO êàê ðàäèóñû) è ãèïîòåíóçå (OM � îáùàÿ). Îòêóäà
MA =MB, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç äîêà-
çàííîãî ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî ∠OMA = ∠OMB. Ýòîò
ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 12. Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â óãîë, ëåæèò íà áèññåê-
òðèñå ýòîãî óãëà.

Ïðèìåð 8. Äàí òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, c. Íàéäèòå äëèíû îò-
ðåçêîâ, íà êîòîðûå äåëèò ñòîðîíó b òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè ñ ýòîé ñòîðîíîé.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì îäèí èç èñõîäíûõ îòðåçêîâ ÷åðåç x, òîãäà âòîðîé
ðàâåí b−x (íà ðèñóíêå âûøå). Îòñþäà BL = a−x; BM = BL = a−x.
Òàê êàê AB = AM + BM , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (a − x) + (b − x) = c,
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îòêóäà

x =
a+ b− c

2
.

Çíà÷èò, b− x =
b+ c− a

2
.

Îòâåò:
a+ b− c

2
è
b+ c− a

2

Çàìå÷àíèå. Åñëè îáîçíà÷èòü ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÷åðåç p, òî
ýòè îòðåçêè ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

x =
a+ b+ c

2
− c = p− c; b− x =

b+ c− a
2

=
b+ c+ a

2
− a = p− a.

Ïðèìåð 9. Ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè â òî÷êå F , ïàðàëëåëü-
íà õîðäå AB ýòîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê 4ABF
ðàâíîáåäðåííûé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü l � äàííàÿ êàñàòåëüíàÿ, O � öåíòð îêðóæíîñòè. Òàê
êàê OF ⊥ l, à l ‖ AB, òî OF ⊥ AB. Íî òîãäà ïðÿìàÿ OF äåëèò õîðäó
AB ïîïîëàì, òî åñòü â òðåóãîëüíèêå 4ABF âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ èç
âåðøèíû F , ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ìåäèàíîé. Ñëåäîâàòåëüíî òðåóãîëüíèê
4ABF ðàâíîáåäðåííûé.
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Òåîðåìà 13. Áèññåêòðèñû ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå. Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëü-
íèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì áèññåêòðèñû óãëîâ A è B òðåóãîëüíèêà è
îáîçíà÷èì èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç F .

Òàê êàê òî÷êà F ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà A, îíà ðàâíîóäàëåíà îò
åãî ñòîðîí (òåîðåìà 7), ñëåäîâàòåëüíî FP = FQ (÷åðåç P,Q,R îáî-
çíà÷åíû îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç âåðøèíû F íà
ïðÿìûå AB,AC,BC ñîîòâåòñòâåííî). Àíàëîãè÷íî, FP = FR. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî FQ = FR, òî åñòü òî÷êà F ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí óãëà
C, ïîýòîìó îíà ëåæèò íà åãî áèññåêòðèñå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òðè
áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Êðîìå òîãî, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî FP = FQ = FR. Çíà÷èò, îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì F ðàäèóñà FP êàñàåòñÿ âñåõ òð¼õ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå. Îêðóæíîñòü íàçûâàþò âíåâïèñàííîé äëÿ òðåóãîëüíè-
êà, åñëè îíà êàñàåòñÿ îäíîé èç åãî ñòîðîí è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ
ñòîðîí.

Ïðèìåð âíåâïèñàííîé îðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ïîêàçàí íà ðèñóíêå
âûøå.
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Òåîðåìà 14. Áèññåêòðèñà âíóòðåííåãî óãëà òðåóãîëüíèêà è áèññåê-
òðèñû äâóõ åãî âíåøíèõ óãëîâ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòà òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îäíîé èç âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ A
è B òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
P,Q,R îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè F íà ïðÿ-
ìûå AB,AC,BC ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê òî÷êà F ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà B, FR = FP . Àíàëîãè÷íî
FP = FQ (F ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà A). Çíà÷èò, FQ = FR, òî
åñòü òî÷êà F ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí óãëà C, ïîýòîìó îíà ëåæèò íà
áèññåêòðèñå óãëà C. Èòàê, áèññåêòðèñà âíóòðåííåãî óãëà òðåóãîëüíèêà
ïðè âåðøèíå C è åãî âíåøíèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ A è B ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå F .

Êðîìå òîãî, îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì F ðàäèóñà FQ êàñàåòñÿ ñòîðîíû
AB â òî÷êå P è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí CA è CB â òî÷êàõ Q è R, òî åñòü
F ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ïðèìåð 10. Ê îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê 4ABC, ïðî-
âåäåíû òðè êàñàòåëüíûå. Îäíà èç íèõ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC,
âòîðàÿ � ñòîðîíû BC è AC, òðåòüÿ � ñòîðîíû AB è BC. Íàéäè-
òå ñóììó ïåðèìåòðîâ òðåóãîëüíèêîâ, îòñå÷¼ííûõ êàñàòåëüíûìè, åñëè
ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà 4ABC ðàâåí 18.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå íèæå. Ââèäó ðàâåíñòâà
îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ ê îêðóæíîñòè èç îäíîé òî÷êè
(òåîðåìà 11), LF = LD; KD = KF .
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Çíà÷èò, ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà 4BKL ðàâåí

BK +BL+KL = BK +BL+ LD +DK = BK +BL+ LG+KF =

= (BK +KF ) + (BL+ LG) = BF +BG.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðèìåòðû òðåóãîëüíèêîâ 4AMN è
4CPQ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû AG + AH è CF + CH. Çíà÷èò, ñóììà
ïåðèìåòðîâ îòñå÷¼ííûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíà ïåðèìåòðó òðåóãîëüíèêà
4ABC, òî åñòü 18.

Îòâåò: 18.

Ïðèìåð 11. Äàí òðåóãîëüíèê 4ABC ñ óãëîì 120◦ ïðè âåðøèíå A.
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî öåíòðà âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþ-
ùåéñÿ ñòîðîíû BC, ðàâíî 15. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà4ABC.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P,Q, T òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿ-
ìûìè AB,AC,BC ñîîòâåòñòâåííî (íà ðèñóíêå íèæå).

Â ñèëó ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ ê îêðóæíîñòè
èç îäíîé òî÷êè, BP = BT , CT = CQ. Çíà÷èò, ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà
4ABC ðàâåí AB+BC+AC = AB+BT+TC+AC = AB+BP+QC+
+ AC = AP + AQ. Ïîñêîëüêó AP è AQ � êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå
ê îêðóæíîñòè èç òî÷êè A, ïîëó÷àåì, ÷òî AP = AQ. Çíà÷èò, ïåðèìåòð
òðåóãîëüíèêà 4ABC ðàâåí AB +BC +AC = 2AP .

Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â óãîë, ëåæèò íà áèññåêòðèñå ýòîãî óã-
ëà, ïîýòîìó ∠PAO = 1

2∠PAQ = 60◦. Ñëåäîâàòåëüíî,

∠AOP = 180◦ − ∠APO − ∠PAO = 180◦ − 90◦ − 60◦ = 30◦.
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Êàòåò íàïðîòèâ óãëà 30◦ ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû. Îòñþäà

AP =
1

2
AO =

15

2
; 2AP = 15.

Îòâåò: 15.

Ïðèìåð 12. Â òðåóãîëüíèêå 4PQR ïðîâåäåíà ìåäèàíà PM . Îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè4PQM è4PRM , êàñàþòñÿ îòðåçêà
PM â òî÷êàõ A è B. Íàéäèòå AB, åñëè PR− PQ = 28.
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Ðåøåíèå.Îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå âûøå. Èñïîëüçóÿ ðåçóëü-
òàò ïðèìåðà 8 (çàìå÷àíèå ýòîãî ïðèìåðà), ìîæåì âûðàçèòü îòðåçêè
AP è BP (÷åðåç p îáîçíà÷åí ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà):

AP = pPQM −QM =
PM + PQ+QM

2
−QM,

BP = pPRM −MR =
PM + PR+MR

2
−MR.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå è ó÷èòûâàÿ, ÷òîMR = QM (òàê
êàê PM � ìåäèàíà), ïîëó÷àåì

BP−AP =
PM + PQ+QM

2
−
PM + PR+MR

2
; AB =

PR− PQ
2

= 14.

Îòâåò: 14.

Ïðèìåð 13. Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB òðåóãîëüíèêà 4ABC
â òî÷êå M , à ïðîäîëæåíèé ñòîðîí CB è CA çà òî÷êè B è A ñîîò-
âåòñòâåííî â òî÷êàõ L è K. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê
4ABC, êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî AM = BP è KQ = AB.

Ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 11 ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëü-
íèêà 4ABC ðàâåí CK + CL = 2CK. Îòñþäà CK = p, ãäå p � ïîëó-
ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Èñïîëüçóÿ ïðèìåð 8, ïîëó÷àåì AB + CQ = p, ñëåäîâàòåëüíî, AB =
= p−CQ. Íî KQ = CK −CQ = p−CQ. Îäíî èç ðàâåíñòâ äîêàçàíî.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî BP = p − AC (ïðèìåð 8), à AM = AK = CK −
−AC = p−AC. Äðóãîå ðàâåíñòâî òàêæå äîêàçàíî.



23

Ïðèìåð 14. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê 4ABC, êàñàåòñÿ
åãî ñòîðîí AB,BC,AC â òî÷êàõ P,Q,R ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå óãîë
∠BAC, åñëè óãîë ∠PQR = α.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ∠PQB = β, ∠CQR = γ. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè
4PBQ è 4CQR ðàâíîáåäðåííûå (BP = BQ, CR = CQ êàê îòðåçêè
êàñàòåëüíûõ), ïîëó÷àåì, ÷òî ∠BPQ = β, ∠CRQ = γ. Òîãäà

∠PBQ = 180◦ − 2β, ∠QCR = 180◦ − 2γ.

Ïî ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà 4ABC:

∠BAC = 180◦ − ∠ABC − ∠ACB = 180◦ − (180◦ − 2β)−

−(180◦ − 2γ) = 2β + 2γ − 180◦.

Òàê êàê α+ β + γ = 180◦, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∠BAC = 2 · (180◦ − α)− 180◦ = 180◦ − 2α.

Îòâåò: 180◦ − 2α.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû a è
b, ãèïîòåíóçà ðàâíà c. Òîãäà ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè r ðàâåí
a+ b− c

2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 4ABC � äàííûé òðåóãîëüíèê (∠C = 90◦),
O � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, L è M � òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíî-
ñòè ñî ñòîðîíàìè AC è BC ñîîòâåòñòâåííî (íà ðèñóíêå âûøå). Òîãäà
÷åòûð¼õóãîëüíèê CLOM � êâàäðàò, CL = r. Èñïîëüçóÿ ïðèìåð 8,
ïîëó÷àåì, ÷òî

CL = p−AB =
a+ b+ c

2
− c =

a+ b− c
2

.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 15. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå4PMK âûñîòà PH, ïðî-
âåä¼ííàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà P , ðàâíà 13. Íàéäèòå ñóììó ðà-
äèóñîâ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè 4HKP , 4HMP è
4KMP .

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå òåîðåìû 15 ïîëó÷àåì:

r4PKH =
PH +KH − PO

2
,

r4PHM =
PH +HM − PM

2
,

r4PKM =
PK + PM −KM

2
.

Ñêëàäûâàåì ýòè òðè ðàâåíñòâà:

r4PKH + r4PHM + r4PKM =

=
PH +KH − PO

2
+
PH +HM − PM

2
+
PK + PM −KM

2
=

=
1

2

(
2PH +KH +HM −KM

)
=

1

2
· 2PH = PH = 13.

Çäåñü ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè, ÷òî KH +HM = KM .

Îòâåò: 13.
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Òåîðåìà 16. Åñëè â ÷åòûð¼õóãîëüíèê âïèñàíà îêðóæíîñòü, òî ñóììû
åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ABCD � äàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, P,Q,R, S
� òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìèAB,BC,CD,AD
ñîîòâåòñòâåííî (íà ðèñóíêå íèæå).

Îáîçíà÷èì AS = x, SD = y, QC = t, QB = z. Òîãäà èñïîëüçóÿ ðà-
âåíñòâî îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïîëó÷àåì AP = x, DR = y, CR = t,
BP = z. Ñëåäîâàòåëüíî, AB+CD = x+y+z+t è AD+BC = x+y+z+t,
ò. å. AB + CD = AD +BC. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 17. Åñëè â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ñóììû ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî â ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê ìîæíî
âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Çàìå÷àíèå. Ôèãóðà íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè îòðåçîê, ñîåäèíÿþ-
ùèé äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ôèãóðû, òàêæå öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â
ôèãóðå. Íà ðèñóíêå ñëåâà èçîáðàæ¼í íåâûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê
(òî÷êè A è B ëåæàò âíóòðè íåãî, íî íå âåñü îòðåçîê AB ñîäåðæèòñÿ
âíóòðè ôèãóðû). Íà ðèñóíêå ñïðàâà èçîáðàæ¼í âûïóêëûé ïÿòèóãîëü-
íèê.
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Äëÿ íåâûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà äàííàÿ òåîðåìà íåâåðíà: èç òîãî,
÷òî ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû ìåæäó ñîáîé, íå ñëåäóåò,
÷òî â íåãî ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. Íà ðèñóíêå íèæå èçîáðàæ¼í
÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì AB = AD, BC = CD (ò. å. AB +
+ CD = BC +AD), íî îêðóæíîñòü â íåãî íåëüçÿ âïèñàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî ñòîðîíû AD è BC íåïàðàë-
ëåëüíû (îáîçíà÷èì èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç P ). Âïèøåì îêðóæ-
íîñòü â òðåóãîëüíèê 4ABP è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà íå êàñàåòñÿ ñòî-
ðîíû CD (íà ðèñóíêå íèæå). Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó D êàñàòåëüíóþ ê
îêðóæíîñòè è îáîçíà÷èì ÷åðåç C1 å¼ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé
BP . Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè òî÷êà C1 ëåæèò ìåæäó B è C (äðóãîé
ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Òàê êàê â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABC1D âïèñàíà îêðóæíîñòü, AB+C1D =
= AD + BC1. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû AB + CD = AD + BC. Âû÷èòàÿ
èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì C1D − CD = BC1 − BC, îò-
êóäà C1D − CD = −CC1, C1D + C1C = CD. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî
â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû CD, ò. å. ÿâëÿåòñÿ âïèñàííîé â ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèê ABCD.

Åñëè â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD íåò íåïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí, òî îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, à òàê êàê AB+CD = AD+BC, òî ABCD
� ðîìá. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé ðîìá ìîæíî âïèñàòü îêðóæ-
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íîñòü, ïðè÷¼ì öåíòðîì ýòîé îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé ðîìáà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 16. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå EFGH ðàçìåùåíû äâå íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ îêðóæíîñòè, ïðè÷¼ì îäíà èç íèõ êàñàåòñÿ ñòîðîí EF , FG è
EH, à âòîðàÿ � ñòîðîí EH, GH è FG. Íà ñòîðîíàõ FG è EH îòìå÷å-
íû òî÷êè A è B ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî ïðÿìàÿ AB êàñàåòñÿ îáåèõ
îêðóæíîñòåé. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABEF íà 14
áîëüøå ïåðèìåòðà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABHG, a EF = 20. Íàéäèòå
GH.

Ðåøåíèå. Òàê êàê â ÷åòûð¼õóãîëüíèêèABEF èABHG âïèñàíû îêðóæ-
íîñòè, ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí â íèõ ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABEF ðàâåí PABEF = 2 · (AB + GH).
Òîãäà ðàçíîñòü ïåðèìåòðîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2 · (AB + EF )− 2 · (AB +GH) = 2 · (EF −GH).

Ïî óñëîâèþ
2 · (EF −GH) = 14, EF = 20.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî GH = 13.

Îòâåò: 13.

Êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ, åñëè îíè èìåþò ðîâíî îäíó
îáùóþ òî÷êó.

Ãîâîðÿò, ÷òî îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì, åñëè îäíà èç
íèõ íàõîäèòñÿ âíóòðè äðóãîé (ðèñóíîê ñïðàâà). Èíà÷å îêðóæíîñòè
êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì (ðèñóíîê ñëåâà).
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Ëèíèåé öåíòðîâ äâóõ îêðóæíîñòåé íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé (ýòî ïîíÿòèå îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê
êàñàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì).

Òåîðåìà 18. Ëèíèÿ öåíòðîâ êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ïðîõîäèò ÷åðåç
èõ òî÷êó êàñàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü O è Q � öåíòðû
îêðóæíîñòåé, à èõ òî÷êà êàñàíèÿ A íå ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ (ðèñó-
íîê ñëåâà). Îòðàçèì òî÷êó A ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé OQ.
Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ òî÷êó ÷åðåç (ðèñóíîê ñïðàâà).

Â òðåóãîëüíèêàõ 4ABO è 4ABQ ìåäèàíû, ïðîâåä¼ííûå èç âåðøèí
O è Q, ÿâëÿþòñÿ òàêæå âûñîòàìè, ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè 4ABO è
4ABQ ðàâíîáåäðåííûå, AO = BO, AQ = BQ.

Îáîçíà÷èì ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè O è Q ÷åðåç R è r. Òàê
êàê òî÷êà A ëåæèò íà îáåèõ îêðóæíîñòÿõ, òî OA = R, QA = r. Íî
èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî BO = R, BQ = r, ò. å. òî÷êà B óäàëåíà
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îò öåíòðîâ îêðóæíîñòåé O è Q íà ðàññòîÿíèÿ R è r ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà ïðèíàäëåæèò îáåèì îêðóæíîñòÿì. Íî òîãäà
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îêðóæíîñòè èìåþò äâå îáùèå òî÷êè, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è òî÷êà êàñàíèÿ
ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 19. Åñëè äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì, òî
ñóììà ðàäèóñîâ ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó öåíòðàìè. Åñëè äâå îêðóæ-
íîñòè êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì, òî ðàçíîñòü ðàäèóñîâ áîëüøåé è
ìåíüøåé îêðóæíîñòåé ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ öåíòðàìè. Äîêàçà-
òåëüñòâî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òåîðåìû 18.

Òåîðåìà 20. Ó êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ñóùåñòâóåò îáùàÿ êàñàòåëü-
íàÿ â òî÷êå êàñàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 18, ëèíèÿ öåíòðîâ êàñàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ. Òåïåðü ïðîâåä¼ì ÷åðåç
òî÷êó êàñàíèÿ ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ëèíèè öåíòðîâ. Ïî òåîðå-
ìå 10 ýòà ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îáåèõ îêðóæíîñòåé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 21. Åñëè äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ íåêîòîðîé ïðÿìîé â îä-
íîé òî÷êå, òî îíè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O è Q êàñàþòñÿ ïðÿ-
ìîé l â òî÷êå A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ýòîì îêðóæíîñòè íå êàñàþòñÿ
äðóã äðóãà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó íèõ åñòü åù¼ îäíà îáùàÿ òî÷êà P
(ðèñóíîê ñëåâà). Ðàññìîòðèì òî÷êó N , ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå P îòíî-
ñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ (ðèñóíîê ñïðàâà).

Òàê êàê ïðÿìàÿ OQ åñòü ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó NP ,
òî÷êè O è Q ðàâíîóäàëåíû îò N è P , ò. å. ON = OP , QN = QP .
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Çíà÷èò, òî÷êà N òàêæå ëåæèò íà îáåèõ îêðóæíîñòÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, äâå îêðóæíîñòè èìåþò òðè îáùèå òî÷êè A,N è , ÷òî
íåâîçìîæíî, ò. ê. ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îêîëî òðåóãîëüíèêà 4ANP îïèñà-
íû äâå ðàçíûå îêðóæíîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 17. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ â òî÷êå K. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êó K, ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå A, à âòî-
ðóþ � â òî÷êå B (A è B îòëè÷íû îò K). Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíàÿ
ê ïåðâîé îêðóæíîñòè â òî÷êå A è êàñàòåëüíàÿ êî âòîðîé îêðóæíîñòè
â òî÷êå B ïàðàëëåëüíû.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì öåíòðû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ÷åðåç Q
è O ñîîòâåòñòâåííî (íà ðèñóíêå ñëåâà èçîáðàæ¼í ñëó÷àé âíóòðåííåãî
êàñàíèÿ, à íà ðèñóíêå ñïðàâà � âíåøíåãî).

Òðåóãîëüíèêè 4OBK è 4QAK � ðàâíîáåäðåííûå (OB = OK, AQ =
= QK êàê ðàäèóñû îêðóæíîñòåé). Òî÷êè O, Q, K ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-
ìîé (òåîðåìà 18), ñëåäîâàòåëüíî ∠QKA = ∠BKO (íà ðèñóíêå ñëåâà
ýòî îäèí è òîò æå óãîë, íà ðèñóíêå ñïðàâà óãëû âåðòèêàëüíûå).

Çíà÷èò, ∠QAK = ∠QKA = ∠BKO = ∠KBO. Îòñþäà OB ‖ AQ, ò. å.
ðàäèóñû, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êè êàñàíèÿ, ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Íî
òàê êàê êàñàòåëüíûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ýòèì ðàäèóñàì, îíè ïàðàëëåëü-
íû äðóã äðóãó. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 18. Â óãîë, ðàâíûé 60◦, âïèñàíû äâå îêðóæíîñòè, êàñàþùèå-
ñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Íàéäèòå îòíîøåíèå ðàäèóñîâ îêðóæ-
íîñòåé.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåðøèíó óãëà ÷åðåç A, ðàäèóñ ìåíüøåé îêðóæ-
íîñòè ÷åðåç r, ðàäèóñ áîëüøåé ÷åðåç R, à öåíòðû îêðóæíîñòåé ÷åðåç
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O è Q ñîîòâåòñòâåííî (íà ðèñóíêå íèæå). Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû
OF è QE íà îäíó èç ñòîðîí óãëà.

Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â óãîë, ëåæèò íà áèññåêòðèñå ýòîãî óã-
ëà, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè O è Q ëåæàò íà áèññåêòðèñå óãëà A: ∠OAF =
= ∠OAE = 30◦. Êàòåò ïðîòèâ óãëà 30◦ ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû,
ïîýòîìó AO = 2FO = 2r, AQ = 2QE = 2R, îòñþäà OQ = AQ− AO =
= 2R− 2r.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé ðàâíî ñóììå ðàäèóñîâ (òåî-
ðåìà 19). Çíà÷èò, 2R− 2r = R+ r, R = 3r, R : r = 3 : 1.

Îòâåò: 3 : 1.

Ïðèìåð 19. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíóòðåííèì îáðà-
çîì. Äâà ðàäèóñà áîëüøåé îêðóæíîñòè, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ðàâåí
60◦, êàñàþòñÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå ðàäèóñ áîëüøåé îêðóæ-
íîñòè, åñëè ðàäèóñ ìåíüøåé ðàâåí 12.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì öåíòð áîëüøåé îêðóæíîñòè ÷åðåç O, ìåíüøåé �
÷åðåç Q, à òî÷êó êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ÷åðåç A.
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Ïóñòü H � òî÷êà êàñàíèÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè ñ îäíèì èç ðàäèóñîâ.
Òîãäà ∠OHQ = 90◦, ∠QOH = 1

2 · 60
◦ = 30◦ (öåíòð îêðóæíîñòè, âïè-

ñàííîé â óãîë, ëåæèò íà áèññåêòðèñå ýòîãî óãëà). Òàê êàê êàòåò ïðîòèâ
óãëà 30◦ ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, OQ = 2QH = 24. Òî÷êè A,Q,O
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïîýòîìó AO = AQ + OQ = 12 + 24 = 36. Íî
îòðåçîê AO è åñòü ðàäèóñ áîëüøåé îêðóæíîñòè.

Îòâåò: 36.

Ïðèìåð 20. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O è Q êàñàþòñÿ âíåøíèì îá-
ðàçîì â òî÷êåM . Íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé â ðàç-
ëè÷íûõ òî÷êàõ A è B. Îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåä¼ííàÿ ÷åðåç òî÷êó
M , ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå T . Íàéäèòå óãëû ∠AMB è ∠ONQ.

Ðåøåíèå. Òàê êàê îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ ê îêðóæíîñòè
èç îäíîé òî÷êè, ðàâíû ìåæäó ñîáîé, AT = TM = TB. Òî åñòü, â
òðåóãîëüíèêå4AMB ìåäèàíàMT ðàâíà ïîëîâèíå ñòîðîíû, ê êîòîðîé
îíà ïðîâåäåíà. Çíà÷èò, ýòîò òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé, ∠AMB =
= 90◦

Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â óãîë, ëåæèò íà áèññåêòðèñå ýòîãî óã-
ëà, ïîýòîìó TO è TQ � áèññåêòðèñû óãëîâ ∠ATM è ∠BTM ñîîòâåò-
ñòâåííî. Óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè ñìåæíûõ óãëîâ ïðÿìîé, ïîýòîìó
∠OTQ = 90◦.

Îòâåò: ∠AMB = ∠OTQ = 90◦.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü. Óãîë íàçûâàåò-
ñÿ öåíòðàëüíûì, åñëè åãî âåðøèíà ëåæèò â öåíòðå îêðóæíîñòè. Óãîë
íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì åñëè åãî âåðøèíà ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à ñòî-
ðîíû ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü.

Ãðàäóñíîé ìåðîé äóãè íàçûâàþò ãðàäóñíóþ ìåðó ñîîòâåòñòâóþùåãî
öåíòðàëüíîãî óãëà.

Íà ðèñóíêå íèæå óãîë ∠AOC � ýòî öåíòðàëüíûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ
íà äóãó AC; óãîë ∠ABC � âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äóãó AC.

Òåîðåìà 22. (îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé) Óãîë ìåæäó êà-
ñàòåëüíîé è õîðäîé ðàâåí ïîëîâèíå äóãè, çàêëþ÷åííîé ìåæäó íèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, ïðÿìàÿ l êàñàåòñÿ
îêðóæíîñòè â òî÷êå F (ðèñóíîê íèæå).

Ðàññìîòðèì óãîë ∠QFL � îñòðûé óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé è
õîðäîé FL è äîêàæåì, ÷òî îí ðàâåí ïîëîâèíå ìåíüøåé äóãè F̃L.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ∠QFL = α, òîãäà ∠OFL = 90◦ − α, ïîñêîëüêó
OF ⊥ FQ êàê ðàäèóñ, ïðîâåä¼ííûé â òî÷êó êàñàíèÿ. Òðåóãîëüíèê
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4FOL ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó

∠OFL = 90◦ − α, ∠FOL = 180◦ − ∠OFL− ∠OLF = 2α.

Íî óãîë ∠FOL ðàâåí ãðàäóñíîé ìåðå äóãè F̃L, òî åñòü ∠LFQ =
1

2
F̃L.

Äëÿ ñëó÷àÿ îñòðîãî óãëà òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ òóïîãî óãëà îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ∠PFL = 180◦ − α, à áîëüøàÿ
äóãà F̃L ðàâíà 360◦ − 2α (òàê êàê ãðàäóñíàÿ ìåðà âñåé îêðóæíîñòè
ðàâíà 360◦).

Òåîðåìà 23. (î âïèñàííîì óãëå) Âïèñàííûé óãîë ðàâåí ïîëîâèíå äóãè,
íà êîòîðóþ îí îïèðàåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∠ABC � äàííûé âïèñàííûé óãîë. Ïðîâåä¼ì
êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè ÷åðåç òî÷êó B (ðèñóíîê íèæå). Îáîçíà÷èì

∠ABE = α, ∠CBF = β. Òîãäà ïî òåîðåìå 22 äóãè ĀB è B̄C ðàâíû 2α
è 2β ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà äóãà ĀC åñòü 360◦ − 2α − 2β; ïðè ýòîì
∠ABC = 180◦ − α − β, òî åñòü óãîë ∠ABC ðàâåí ïîëîâèíå äóãè ĀC.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 24. Åñëè ÷åòûð¼õóãîëüíèê âïèñàí â îêðóæíîñòü, òî ñóììà
åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà 180◦.
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Äîêàçàòåëüñòâî.ÏóñòüABCD � ÷åòûð¼õóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæ-
íîñòü. Îáîçíà÷èì åãî óãëû ∠A è ∠C ÷åðåç α è γ ñîîòâåòñòâåííî. Ïî

òåîðåìå î âïèñàííîì óãëå α =
1

2
ḂCD; γ =

1

2
ḂCD. Ñëåäîâàòåëüíî,

α+ γ =
1

2

(
ḂCD + ḂCD

)
=

1

2
· 360◦ = 180◦.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 25. Åñëè â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ
ðàâíà 180◦, òî âîêðóã íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ABCD � äàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, è â í¼ì
∠B + ∠D = 180◦. Îáîçíà÷èì ∠ABC = β. Òîãäà ∠ADC = 180◦ − β.
Îïèøåì îêðóæíîñòü îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îíà íå ïðîõîäèò, ÷åðåç âåðøèíó D. Âîçìîæíû íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

à)

â)

á)

ã)
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1. Òî÷êà D ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè, ðèñóíîê a). Òîãäà ïðîäëåâàåì
CD äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ â òî÷êå D′. Ïîñêîëüêó ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèê ABCD′ âïèñàí â îêðóæíîñòü, ñóììà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ
óãëîâ ðàâíà 180◦ (òåîðåìà 24), ïîýòîìó ∠AD′C = 180◦ − β. Íî òîãäà
ïðÿìûå AD è AD′ äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû (òàê êàê ðàâíûå óã-
ëû ∠ADC è ∠AD′C ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííûìè äëÿ ýòèõ ïðÿìûõ è
ñåêóùåé CD′), ÷òî íåâîçìîæíî.

2. Òî÷êà D ëåæèò âíå îêðóæíîñòè. Ýòîò ñëó÷àé äà¼ò åù¼ íåñêîëüêî
âàðèàíòîâ.

2à. Îäèí èç îòðåçêîâ CD èëè AD ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü (ïóñòü äëÿ
îïðåäåë¼ííîñòè ýòî CD � ðèñóíîê á); òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷åíà
÷åðåç D′). Òîãäà ∠AD′C ðàâåí 180◦ − β, äàëåå àíàëîãè÷íî ïåðâîìó
ñëó÷àþ.

2á. Îáå ïðÿìûå DC è DA êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè (ðèñóíîê â)). Òîãäà
ïî òåîðåìå îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé

∠BCD =
1

2
ḂAC, ∠BAD =

1

2
ḂCA.

Îòñþäà

∠BCD + ∠BAD =
1

2

(
ḂAC + ḂCA

)
=

1

2

(
ḂAC + B̄C + ĀC

)
=

=
1

2

(
360◦ + ĀC

)
= 180◦ +

1

2
ĀC.

Íî òîãäà ïî ñóììå óãëîâ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà

∠B + ∠D = 180◦ −
1

2
ĀC < 180◦,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

2â) Ïðîäîëæåíèå îäíîãî èç îòðåçêîâ CD èëè AC ïåðåñåêàåò îêðóæ-
íîñòü (ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ýòî CD � ðèñóíîê ã); òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ îáîçíà÷åíà D′). Òàê êàê óãëû ∠AD′C è ∠ABC îïèðàþòñÿ íà
îäíó äóãó, îíè ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠AD′D = β, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
â òðåóãîëüíèêå4ADD′ ñóììà äâóõ óãëîâ ðàâíà 180◦, ÷òî íåâîçìîæíî.
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Èòàê, åñëè òî÷êà D íå ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðå-
óãîëüíèêà 4ABC, â ëþáîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò,
òî÷êà D ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè, òî åñòü îêîëî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ABCD ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Òåîðåìà 26. Åñëè òî÷êè A è B ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé CD
è èç íèõ îòðåçîê CD âèäåí ïîä îäíèì è òåì æå óãëîì, òî âñå ÷åòûðå
òî÷êè A,B,C,D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìó 25 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè òî÷êè A è
B ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé CD, è ïðè ýòîì îòðåçîê CD
âèäåí èç íèõ ïîä óãëàìè α è β òàêèìè, ÷òî α+β = 180◦, òî âñå ÷åòûðå
òî÷êè A,B,C,D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 25. Îïèøåì
îêðóæíîñòü îêîëî òðåóãîëüíèêà 4ACD è ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà
B íà íåé íå ëåæèò.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà B ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè (îñòàëü-
íûå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 25). Ïðîäëèì CB äî ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ â òî÷êå B′.

Ïóñòü ∠CAD = β ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî BD ‖ B′D,
÷òî íåâîçìîæíî. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 27. Ïóñòü õîðäû AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå , è ïðè ýòîì
ãðàäóñíûå ìåðû ïðîòèâîïîëîæíûõ äóã B̄C è ĀD ðàâíû α è β. Òîãäà
óãîë ìåæäó õîðäàìè ∠BOC ðàâåí α+β

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì AC. Ïî òåîðåìå î âïèñàííîì óãëå

∠CAB =
1

2
B̄C =

α

2
, ∠ACD =

1

2
ĀD =

β

2
.

Òîãäà ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå äëÿ òðåóãîëüíèêà 4AOC ïîëó÷àåì,
÷òî

∠BOC = ∠AOD =
α

2
+
β

2
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 28. Ïðîäîëæåíèÿ õîðä AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ âíå îêðóæ-
íîñòè â òî÷êå F . Ïóñòü ãðàäóñíûå ìåðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ äóã ĀC è
B̄D ðàâíû α è β, α > β. Òîãäà ∠AFC = α−β

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì BC (íà ðèñóíêå íèæå). Ïî òåîðåìå î âïè-
ñàííîì óãëå

∠ABC =
1

2
ĀC =

α

2
, ∠BCD =

1

2
B̄D =

β

2
.

Ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå äëÿ òðåóãîëüíèêà 4BCF ïîëó÷àåì:

∠CFB + ∠BCF = ∠ABC,
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ò. å. ∠CFB+ β
2 = α

2 , îòêóäà ∠CFB = α−β
2 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 21. ×åòûð¼õóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, äåëèò êðóã
íà ÷åòûðå ñåãìåíòà è ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Íàéäèòå ñóììó óãëîâ, âïèñàí-
íûõ â ýòè ñåãìåíòû.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD � äàííûé âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèê. Òî÷êè K, L, M , N ëåæàò íà åãî äóãàõ ĀD, ĀB, B̄C, C̄D
ñîîòâåòñòâåííî (íà ðèñóíêå âûøå). Îáîçíà÷èì âåëè÷èíû ýòèõ äóã ÷å-
ðåç α, β, γ, δ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïî òåîðåìå î âïèñàííîì óãëå

∠AKD =
1

2
(β + γ + δ), ∠DNC =

1

2
(α+ β + γ),

∠BMC =
1

2
(α+ β + δ), ∠ALB =

1

2
(α+ γ + δ).

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî

∠AKD + ∠DNC + ∠BMC + ∠ALB =
3

2
(α+ β + γ + δ).

Ïîñêîëüêó äóãè α, β, γ, δ ñîñòàâëÿþò âñþ îêðóæíîñòü, èõ ñóììà ðàâíà
360◦. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà 3

2 · 360
◦ = 540◦.

Îòâåò: 540◦.

Ïðèìåð 22. Òî÷êè P,Q,R � ñåðåäèíû õîðä AB, BC, CD íåêîòîðîé
îêðóæíîñòè. Íàéäèòå óãîë ∠CRQ, åñëè óãîë ∠BPQ ðàâåí γ.

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì õîðäû AC è BD. Îòðåçêè PQ è QR ÿâëÿþòñÿ
ñðåäíèìè ëèíèÿìè òðåóãîëüíèêîâ 4BAC è 4BCD ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîýòîìó PQ ‖ AC,QR ‖ BD. Îòñþäà ∠CAB = ∠BPQ = γ. Èñêîìûé
óãîë ∠CRQ ðàâåí óãëó ∠CDB.

à) á)
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Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà îêðóæíîñòè: òî÷êè A è
D ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé BC (ðèñóíîê à)), èëè ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò íå¼ (ðèñóíîê á)).

Â ïåðâîì ñëó÷àå óãëû ∠CDB è ∠CAB ðàâíû, ò. ê. îïèðàþòñÿ íà îäíó
äóãó C̄B, ïîýòîìó ∠CDB = γ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå óãëû ∠CAB è ∠CDB îïèðàþòñÿ íà äóãè, ñîñòàâëÿ-
þùèå öåëóþ îêðóæíîñòü. Ïî òåîðåìå î âïèñàííîì óãëå

∠CAB + ∠CDB =
1

2
· 360◦ = 180◦.

Òîãäà ∠CDB = 180◦ − γ.

Îòâåò: γ èëè 180◦ − γ.

Ïðèìåð 23. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà 4ABC. Òî÷êà F ñèììåòðè÷íà òî÷êå A îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé CM . Íàéäèòå óãîë ∠BFC, åñëè ∠BAC = α, ïðè÷¼ì α 6= 45◦.

Ðåøåíèå. Òî÷êà ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó AF ,
ïîýòîìó AM =MF . Êðîìå òîãî, öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêî-
ëî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíà åãî ãèïîòåíóçû,
ïîýòîìó AM = BM = CM . Èòàê, AM = BM = CM = FM . Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî âñå ÷åòûðå òî÷êè A,B,C, F ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
M ðàäèóñà AM . Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

à) á)
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1) α < 45◦ (ðèñóíîê à)). Òîãäà óãëû ∠BFC è ∠BAC îïèðàþòñÿ íà
îäíó äóãó, ïîýòîìó ∠BFC = α.

2) α > 45◦ (ðèñóíîê á)). Òîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèê BFCA âïèñàí â
îêðóæíîñòü. Ñóììà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà 180◦, ñëåäî-
âàòåëüíî, ∠BFC = 180◦ − ∠BAC = 180◦ − α.

Îòâåò: α, åñëè α < 45◦; 180◦ − α, åñëè α > 45◦.

Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îòâåòû íåëüçÿ çàïè-
ñàòü â âèäå ¾α èëè 180◦ − α¿, òàê êàê äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ α óãîë
∠BFC îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî (äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé α èñïîëüçóþò-
ñÿ ðàçíûå ôîðìóëû). Â ïðèìåðå 22 äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ γ âîçìîæíû
äâå êîíôèãóðàöèè, è èñêîìûé óãîë ìîæåò ïðèíèìàòü îáà çíà÷åíèÿ γ
èëè 180◦ − γ.

Ïðèìåð 24. Òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, îáðàçóÿ óãëû â
60◦ äðóã ñ äðóãîì. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ,
îòëè÷íîé îò O, íà ýòè ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ïðîåêöèè òî÷êè M íà ïðÿìûå ÷åðåç A, B, C.
Âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè M .

Åñëè òî÷êà M ëåæèò íà îäíîé èç äàííûõ ïðÿìûõ, å¼ ïðîåêöèÿ íà ýòó
ïðÿìóþ è åñòü ñàìà òî÷êà M (ðèñóíîê á)).

à) á)



44 Óãëû, ñâÿçàííûå ñ îêðóæíîñòüþ

â)

Åñëè òî÷êà M ëåæèò íà áèññåêòðèñå îäíîãî èç óãëîâ, å¼ ïðîåêöèåé íà
îäíó èç äàííûõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O (ðèñóíîê â)).

Èíà÷å âñå ïÿòü òî÷åê (O, M , A, B, C) ëåæàò íà îêðóæíîñòè, ïîñòðî-
åííîé íà îòðåçêå OM êàê íà äèàìåòðå (ò. ê. èç òî÷åê A, B, C îòðåçîê
OM âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì).

Äëÿ ðèñóíêà à): ∠ABC = ∠AOC = 60◦, ∠ACB = ∠AOB = 60◦. Òàê
êàê äâà óãëà òðåóãîëüíèêà ðàâíû 60◦, îí ðàâíîñòîðîííèé.

Äëÿ ðèñóíêà á): ∠ABC = ∠AOC = 60◦, ∠BAC = ∠BOC = ∠60◦.

Äëÿ ðèñóíêà â): ∠BCA = 60◦. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ 4MCB
è 4MCA (ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó) ñëåäóåò, ÷òî CB = CA.
Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ óãëîì 60◦ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 29. Åñëè òðàïåöèÿ âïèñàíà â îêðóæíîñòü, òî îíà ðàâíîáåä-
ðåííàÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD
âïèñàíà â îêðóæíîñòü (íà ðèñóíêå âûøå). Ïðîâåä¼ì äèàãîíàëü BD:
∠CBD = ∠ADB êàê íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
BC è AD. Ñëåäîâàòåëüíî, äóãè ĀB è C̄D, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ ýòè
óãëû, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Çíà÷èò, ðàâíû è ñîîòâåòñòâóþùèå õîðäû,
ò. å. AB = CD. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 25. Òî÷êà M � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëü-
íèê 4PQR. Ïðÿìàÿ PM ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî
òðåóãîëüíèêà 4PQR, â òî÷êå F , îòëè÷íîé îò P . Äîêàæèòå, ÷òî FQ =
= FM = FR.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì óãëû Q è R òðåóãîëüíèêà 4PQR ñîîòâåòñòâåííî
÷åðåç α è β (íà ðèñóíêå íèæå).

Òàê êàê öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê, ëåæèò íà ïåðå-
ñå÷åíèè åãî áèññåêòðèñ, QM � áèññåêòðèñà óãëà ∠Q:

∠MQP =
1

2
∠PQR =

β

2
.

Ïî òåîðåìå î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà ∠RPQ = 180◦ − α− β, òîãäà

∠MPQ =
1

2
∠PRQ = 90◦ − α

2
− β

2
.

Ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà

∠FMQ = ∠MPQ+ ∠MQP = 90◦ − α

2
,

∠PFQ = ∠PRQ = α (ò. ê. îíè îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó). Òîãäà ïîëó-
÷àåì, ÷òî ∠MQF = 180◦−∠FMQ−∠MFQ = 90◦− α

2 . Â òðåóãîëüíèêå
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4MFQ óãëû ïðè âåðøèíàõM è Q ðàâíû (90◦− α
2 ), ïîýòîìó îí ðàâíî-

áåäðåííûé, FM = FQ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê
4FRM ðàâíîáåäðåííûé è FR = FM . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 26. Äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà PQRS, âïèñàííîãî â îêðóæ-
íîñòü, âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå . Òî÷êà L �
ñåðåäèíà ñòîðîíû PS. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AL è QR.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ LA è QL ÷åðåç H,
à ∠APS ÷åðåç α. Ïîñêîëüêó óãëû ∠APS è ∠AQR � âïèñàííûå è
îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó R̃S, îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò. å. ∠AQR = α.

Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåä¼ííàÿ ê ãèïîòåíóçå,
ðàâíà å¼ ïîëîâèíå, ïîýòîìó AL = LP . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

∠HAQ = 90◦ − ∠HAR = 90◦ − ∠LAP = 90◦ − ∠APL− 90◦ − α.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∠QHA = 180◦ − ∠AQH − ∠QAH = 90◦.

Îòâåò: 90◦.

Ïðèìåð 27. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, äèàãîíàëè êîòîðîãî âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíû, âïèñàí â îêðóæíîñòü. Èç òî÷åê B è C îïóùåíû
ïåðïåíäèêóëÿðû BH è CG íà ñòîðîíó AD; ïðè ýòîì îòðåçêè BH è
AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , à îòðåçêè CG è BD � â òî÷êå Q. Íàéäèòå
BC, åñëè PQ = 9.

Ðåøåíèå.Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
÷åðåç O. Óãëû ∠CBD è ∠CAD ðàâíû êàê âïèñàííûå, îïèðàþùèåñÿ
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íà îäíó äóãó. Îáîçíà÷èì èõ çà γ.

Äàëåå íàõîäèì:

∠HPA = 90◦ − γ (èç 4APH),

∠OPB = ∠HPA = 90◦ − γ (âåðòèêàëüíûå),

∠BCO = 90◦ − γ (èç 4BCO),

∠OCQ = 90◦ − γ (èç 4ACG),

∠PBO = γ (èç 4PBO).

Â òðåóãîëüíèêå 4PBC îòðåçîê BO ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé è âûñîòîé.
Çíà÷èò, BO òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ò. å. PO =
= OC. Àíàëîãè÷íî (èç òðåóãîëüíèêà 4BCQ) ïîëó÷àåì, ÷òî BO =
= OQ.

Ó ÷åòûð¼õóãîëüíèêà PBCQ äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ
ïîïîëàì, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì (ìîæíî îòìåòèòü,
÷òî ïîñêîëüêó åãî äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû, ýòî ðîìá). Ñëåäîâà-
òåëüíî, BC = PQ = 9.

Îòâåò: 9.

Ïðèìåð 28. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Îáùàÿ
êàñàòåëüíàÿ ê ýòèì îêðóæíîñòÿì êàñàåòñÿ èõ â òî÷êàõ P è Q. Íàéäèòå
óãîë ∠PBQ, åñëè ∠PAQ = α.

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì AB (íà ðèñóíêå íèæå).
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Ïî òåîðåìå îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé

∠BPQ =
1

2
B̄P , ∠BQP =

1

2
B̄Q.

Ïî òåîðåìå î âïèñàííîì óãëå

∠PAB =
1

2
P̄B, ∠QAB =

1

2
B̄Q.

Çíà÷èò, ∠BPQ = ∠PAB,∠BQP = ∠QAB. Ñëåäîâàòåëüíî,

∠PBQ = 180◦ − ∠BPQ− ∠BQP = 180◦ − ∠PAB − ∠QAB =

= 180◦ − ∠PAQ = 180◦ − α.

Îòâåò: 180◦ − α.

Ïðèìåð 29. Â òðåóãîëüíèêå 4ABC ñòîðîíû AC è BC íå ðàâíû. Äî-
êàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà ∠C äåëèò ïîïîëàì óãîë ìåæäó ìåäèàíîé
è âûñîòîé, ïðîâåä¼ííûìè èç âåðøèíû C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
óãîë ∠ACB ðàâåí 90◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü CA < CB, à CH, CL, CM � ñîîòâåòñòâåííî âûñîòà,
áèññåêòðèñà è ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè CL
ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà HLM , òî ∠ACB = 90◦. Äëÿ ýòîãî ïðîäëå-
âàåì CH, CL è CM äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà 4ABC (íà ðèñóíêå íèæå). Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ CH, CL è CM ñ îêðóæíîñòüþ ÷åðåç P , Q è R ñîîòâåòñòâåííî.
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Òàê êàê CL äåëèò ïîïîëàì óãëû ∠HCM è ∠ACB, ∠ACH = ∠BCM .
Çíà÷èò, ðàâíû è äóãè, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ ýòè óãëû, ò. å. ĀP = B̄R.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî PR ‖ AB (íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ýòèõ ïðÿìûõ
óãëû ∠PBA è ∠BPR îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå äóãè, ïîýòîìó ðàâíû).

Òàê êàê PR ‖ AB, a CP ⊥ AB, òî CP ⊥ PR, ò. å. ∠CPR = 90◦.
Îòñþäà CR � äèàìåòð îêðóæíîñòè. Òîãäà âûõîäèò, ÷òî äèàìåòð CR
ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó õîðäû AB, è ïðè ýòîì íå ïåðïåíäèêóëÿðåí
åé. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî AB òàêæå äèàìåòð. Íî
òîãäà ∠ACB = 90◦.

Òåïåðü äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ∠ACB =
90◦. Îáîçíà÷èì ∠ABC = β.

Òàê êàê AM = CM = BM , òðåóãîëüíèê 4BMC ðàâíîáåäðåííûé,
îòêóäà ∠BCM = β. Òîãäà

∠CMH = ∠MCB+∠MBC = 2β, ∠NCH = 90◦−∠CMH = 90◦−2β.

Òàê êàê CL � áèññåêòðèñà óãëà C, ðàâíîãî 90◦, óãîë ∠LCB = 45◦,
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îòêóäà ∠LCM = 45◦−β. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ∠LCM = 1
2∠MCH,

ïîýòîìó CL � áèññåêòðèñà óãëà ∠HCM . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 30. Òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ îðòîöåíòðó òðåóãîëüíèêà (ò. å. òî÷-
êå ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò èëè òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ âû-
ñîòû) îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç åãî ñòîðîí, ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïè-
ñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

à) á)

â)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 4ABC � äàííûé òðåóãîëüíèê, à åãî âûñîòû
AK è BT (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Îáîçíà÷èì
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BH ñ îêðóæíîñòüþ ÷åðåç F (òî÷êè F è H
ðàçëè÷íû) è äîêàæåì, ÷òî FT = TH.

Íà ðèñóíêå âûøå èçîáðàæåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû: à) îñòðîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê; á) òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì ïðè âåð-
øèíå C; â) òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ òóïûì óãëîì ïðè âåðøèíå
B.

Óãëû ∠CAF è ∠CBF ðàâíû êàê âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà
îäíó äóãó.

Äëÿ ðèñóíêîâ à) è á) ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè 4BHK è 4AHT . Ó
íèõ óãëû ïðè âåðøèíå H ðàâíû; óãëû ∠K è ∠T ïðÿìûå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ∠KBH = ∠TAH. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçîê AT ÿâëÿåòñÿ
áèññåêòðèñîé è âûñîòîé òðåóãîëüíèêà 4AFH, ò. å. AT òàêæå åñòü ìå-
äèàíà, FT = TH. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà F îêàçàëàñü ñèììåòðè÷íà
îðòîöåíòðó òðåóãîëüíèêà îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû AC, è ïðè ýòîì îíà
ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ ðèñóíêà â) ðàññìàòðèâàåì òðåóãîëüíèêè 4CBT è 4CAK. Óãîë
ïðè âåðøèíå C ó íèõ îáùèé, óãëû ïðè âåðøèíàõ T è K ïðÿìûå, ïî-
ýòîìó ∠CBT = ∠CAK. Òàêèì îáðàçîì, AT òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé
è áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà 4AFH. Äàëåå ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 31. Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî âûñîò ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìàÿ Ýéëåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 4ABC � äàííûé òðåóãîëüíèê. Îïèøåì îêî-
ëî íåãî îêðóæíîñòü (îáîçíà÷èì å¼ öåíòð ÷åðåç O); ïóñòü M � òî÷êà,
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êå C; H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíè-
êà (íà ðèñóíêå à) èçîáðàæ¼í îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, íà ðèñóíêå
á) � òóïîóãîëüíûé ñ òóïûì óãëîì ïðè âåðøèíå C; íà ðèñóíêå â) �
òóïîóãîëüíûé ñ îñòðûì óãëîì ïðè âåðøèíå C).

Òàê êàê CM � äèàìåòð îêðóæíîñòè, ∠CAM = ∠CBM = 90◦. Çà-
ìåòèì, ÷òî AM ‖ BH (ò. ê. îáå ýòè ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû AC) è
AH ‖ BC,BM ⊥ BC. Çíà÷èò, ÷åòûð¼õóãîëüíèê AHBM � ïàðàëëåëî-
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ãðàìì, ïîýòîìó åãî äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.
Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç P . Îòðåçîê OP åñòü ñðåäíÿÿ
ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà 4MCH (ò. ê. O è P � ñåðåäèíû MC è MH ñî-
îòâåòñòâåííî). Îòñþäà OP = 1

2CH è OP ‖ CH (à çíà÷èò, OP ⊥ AB).

à) á)

â)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû
òðåóãîëüíèêà äî åãî îðòîöåíòðà âäâîå áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò öåí-
òðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè äî ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû òðåóãîëüíè-
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êà.

Ïðîâåä¼ì CP è OH (íà ðèñóíêå íèæå èçîáðàæ¼í òîëüêî îäèí ñëó÷àé;
äëÿ îñòàëüíûõ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû).

Òàê êàê OP ‖ CH, ó òðåóãîëüíèêîâ 4POT è 4CHT âñå óãëû ðàâ-
íû, ïîýòîìó 4OPT ïîäîáåí 4HCT . Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ
ðàâåí OP

CH = 1
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, CT : TP = 2 : 1, à òàê êàê CP åñòü

ìåäèàíà (P � ñåðåäèíà AB), òî T åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí.
Èòàê, îðòîöåíòð (H), òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí (T ) è öåíòð îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè (O) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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