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4 Äåëåíèå íàöåëî

Äåëåíèå íàöåëî

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî a äåëèòñÿ íà ÷èñëî b (a ..
.
b), åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå öåëîå ÷èñëî m, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî a = bm.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïîíÿòíî: 8 äåëèòñÿ íà 2, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî 4, ÷òî 8 = 2 · 4.

×èñëî m íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ a íà b, ÷èñëî a � êðàòíûì,
à ÷èñëî b � äåëèòåëåì a. ×èñëà 2 è 3 ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà 6.
Â òî æå âðåìÿ 6 � êðàòíîå êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë. Êîãäà ðå÷ü èäåò î
ïîèñêå äåëèòåëåé ÷èñëà, òî ìû èùåì ïîëîæèòåëüíûå äåëèòåëè, åñëè
íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå äåëèòåëè ÷èñëà 12.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì âñå äåëèòåëè ÷èñëà 12: D(12) = {1, 2, 3, 4, 6, 12}.
Âñåãî èõ ïîëó÷èëîñü 6

Ìû ðàññìîòðåëè äåëèòåëè îäíîãî ÷èñëà, íî ìîæíî èñêàòü îáùèå äå-
ëèòåëè äâóõ è áîëåå ÷èñåë.

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå îáùèå äåëèòåëè ÷èñåë 10 è 15.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì äåëèòåëè ÷èñåë 10 è 15: D(10) = {1, 2, 5, 10},
D(15) = {1, 3, 5, 15}, ⇒ D(10, 15) = {1, 5}.

À òåïåðü ââåä¼ì åù¼ îäíî ïîíÿòèå � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

(ÍÎÄ). Â ïðèìåðå 2 � ýòî 5. Òî åñòü ìû íàõîäèì îáùèå äåëèòåëè, à
çàòåì âûáèðàåì íàèáîëüøèé.

Ïðèìåð 3. Íàéäèòå ÍÎÄ(9, 12, 18).

Ðåøåíèå. Âûïèøåì äåëèòåëè ÷èñåë 9, 12 è 18:

D(9) = {1, 3, 9}, D(12) = {1, 2, 3, 4, 6, 12}, D(18) = {1, 2, 3, 6, 9, 18}.

Ïîýòîìó ÍÎÄ(9, 12, 18) = 3.

Íàéä¼ì íåñêîëüêî êðàòíûõ äëÿ ÷èñëà 7: K(7) = {7, 14, 21, . . .}.

À åñëè äëÿ äâóõ ÷èñåë 4 è 12, òî:

K(4) = {4, 8, 12, 16, . . .}, K(12) = {12, 24, 36, . . .}.



Óïðàæíåíèÿ 5

Çíà÷èò, K(4, 12) = {12, 24, 36, . . .}. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå (ÍÎÊ)
äëÿ 4 è 12 ýòî 12.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 1. Çàïèøèòå ìíîæåñòâî äåëèòåëåé ÷èñåë 12, 15, 13, 24, 35.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ÍÎÄ ñëåäóþùèõ ÷èñåë:

• 7 è 25;
• 8, 12 è 42;
• 3, 15 è 38;
• 4, 36 è 84.

Çàäà÷à 3. Çàïèøèòå ìíîæåñòâî êðàòíûõ äëÿ êàæäîãî èç ÷èñåë: 3, 5,
13, 21.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ÍÎÊ ÷èñåë:

• 18 è 15;
• 5, 15 è 25;
• 3, 7 è 21;
• 7, 8 è 14.

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè

Ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü ïðîñòûå è ñîñòàâíûå. ×èñëî ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì, åñëè îíî èìååò áîëåå äâóõ äåëèòåëåé. Òî åñòü õîòÿ áû îäèí
äåëèòåëü, êðîìå 1 è ñàìîãî ñåáÿ. Íàïðèìåð, D(6) = {1, 2, 3, 6}, ó ÷èñëà
6 åñòü äåëèòåëè 2 è 3, ïîìèìî 1 è 6.

×èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ó íåãî òîëüêî äâà äåëèòåëÿ: 1 è ñàìî
÷èñëî. Íàïðèìåð, ÷èñëî 5: îíî äåëèòñÿ òîëüêî íà 1 è íà 5.

Ïîíÿòèå ¾ïðîñòîå ÷èñëî¿ áûëî ââåäåíî Ïèôàãîðîì â VI âåêå äî íàøåé
ýðû. À â III âåêå äî íàøåé ýðû Åâêëèä äîêàçàë, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë
áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ýðàòîñôåí ïðèäóìàë ñïîñîá ñîñòàâëåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë. Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ðåøåòî Ýðàòîñôåíà.
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Ñîñòàâíûå ÷èñëà ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè. Íàïðèìåð, 42 =
= 6 ·7, íî ÷èñëî 6 = 2 ·3, òîãäà 42 = 2 ·3 ·7, ãäå 2, 3, 7 � ïðîñòûå ÷èñëà.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 42 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè. Ëþáîå ñîñòàâíîå ÷èñëî ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé. Ïðè
ýòîì äâà ðàçëîæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòå-
ëè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ìíîæèòåëåé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äåëèìîñòè.

1. Åñëè îäíî èç äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî, òî è ïðî-
èçâåäåíèå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî. Åñëè a ..

.
k, òî (a · b) ... k.

2. Åñëè ïåðâîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà âòîðîå, à âòîðîå äåëèòñÿ íà òðåòüå,
òî è ïåðâîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà òðåòüå. Åñëè a ..

.
b è b ..

.
c, òî a ..

.
c.

3. Åñëè äâà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî, òî èõ ñóììà è ðàç-
íîñòü òîæå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî. Åñëè a ..

.
m, b ..

.
m, òî (a+ b) ..

.
m.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ..
.
m, òî a = m · c, è åñëè b ..

.
m, òî b = m · d,

òîãäà a+ b = mc+md = m(c+ d), à m(c+ d) ..
.
m ïî ñâîéñòâó 1.

4. Åñëè îäíî èç äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî, à äðóãîå
íå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî, òî èõ ñóììà è ðàçíîñòü íå äåëÿòñÿ íà
ýòî ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí åäèíèöå.

Íàïðèìåð, 15 è 49: ÍÎÄ(15, 49) = ÍÎÄ(3 · 5, 7 · 7) = 1.

Ïðèìåð 4. Äåëèòñÿ ëè 111 íà 3?

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì 111 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 111 = 3 · 37, â ïðîèç-
âåäåíèå âõîäèò ÷èñëî 3, çíà÷èò è âñ¼ ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 3.

Ïðèìåð 5. Äåëèòñÿ ëè ÷èñëî 10 íà 3?

Ðåøåíèå. Íåò, òàê êàê 10 = 2 · 5, â ðàçëîæåíèè ýòîãî ÷èñëà íåò ÷èñëà
3.

Ïðèìåð 6. Îïðåäåëèòå, äåëèòñÿ ëè ðàçíîñòü 930 è 754 íà 10?
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Ðåøåíèå. Íåò, íå äåëèòñÿ: 930 äåëèòñÿ íà 10, à 754 íå äåëèòñÿ íà 10.
Ïîýòîìó (930− 754) íå äåëèòñÿ íà 10.

Ïðèìåð 7. Äåëèòñÿ ëè 192 − 82 íà 11?

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëó ðàçíîñòè êâàäðàòîâ:

192 − 82 = (19− 8)(19 + 8) = 11 · 27 ... 11.

Ïðèìåð 8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 2.

Ðåøåíèå. Ñðåäè äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü õîòÿ áû
îäíî ÷¼òíîå, à ÷¼òíîå äåëèòñÿ íà 2.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî

• ñóììà 56056 + 112 äåëèòñÿ íà 56;
• ðàçíîñòü 24ab− 72 äåëèòñÿ íà 8.

Çàäà÷à 6. Äåëèòñÿ ëè

• 359 íà 35;
• 891 íà 9?

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 6.

Çàäà÷à 8. Çàïîëíèòå òàáëèöó.

a ..
.
m, b ..

.
m a ..

.
m, b 6 ... m

(a+ b) ..
.
m

(a− b) ..
.
m

(a · b) ... m
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Ïðèçíàêè äåëèìîñòè

Íà 2. ×èñëî m äåëèòñÿ íà 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäíÿÿ
öèôðà â çàïèñè ÷èñëà m � ÷¼òíàÿ.

Íà 5. ×èñëî m äåëèòñÿ íà 5 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäíÿÿ
öèôðà â çàïèñè ÷èñëà 0 èëè 5.

Íà 10. ×èñëî m äåëèòñÿ íà 10 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäíÿÿ
öèôðà â çàïèñè ÷èñëà 0.

Íà 3. ×èñëî m äåëèòñÿ íà 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà öèôð
÷èñëà m äåëèòñÿ íà 3.

Íà 9. ×èñëî m äåëèòñÿ íà 9 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà öèôð
÷èñëà m äåëèòñÿ íà 9.

Íà 11. ×èñëî m äåëèòñÿ íà 11 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çíàêîïåðå-
ìåííàÿ ñóììà öèôð ÷èñëà m äåëèòñÿ íà 11.

Ïðèìåð 9. ×èñëî:

• 8553 äåëèòñÿ íà 3, òàê êàê 8 + 5 + 5 + 3 = 21, à 21 äåëèòñÿ íà 3;

• 8163 äåëèòñÿ íà 9, ïîñêîëüêó 8 + 1 + 6 + 3 = 18, à 18 äåëèòñÿ íà
9.

Ëþáîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðàçðÿäíûõ ñëàãàåìûõ:

8553 = 8000 + 500 + 50 + 3 = 8 · 1000 + 5 · 100 + 5 · 10 + 3 =

= 8·999+8+5·99+5+5·9+5+3 = (8·999+5·99+5·9)+(8+5+5+3) =

= (8 · 999 + 5 · 99 + 5 · 9) + 21.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ñêîáêà äåëèòñÿ íà 3, è 21 äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò,
è ÷èñëî 8553 äåëèòñÿ íà 3.

Îáîçíà÷èì abc ÷èñëî, ó êîòîðîãî a, b, c � öèôðû, òî åñòü

abc = a · 100 + b · 10 + c.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷, íàïðè-
ìåð.
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Ïðèìåð 10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç ÷èñëà âû÷åñòü ñóììó åãî öèôð,
òî ðåçóëüòàò � êðàòíîå 9.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ÷èñëî abcd = 1000 · a+ 100 · b+ 10 · c+ d. Äàëåå
ðàññìîòðèì ÷èñëî abcd− (a+ b+ c+ d) = (999 · a+ 99 · b+ 9 · c) ... 9.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî n! ≡ 1 ·2 ·3 · · ·n íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëîì ÷èñëà
n, 0! ≡ 1.

Íàïðèìåð, 3! = 1 · 2 · 3 = 6, 5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120.

Ïðèìåð 11. Íà ñêîëüêî íóëåé îêàí÷èâàåòñÿ 17!?

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ 17! = 1·2·3 · · · 17. Íîëü ìû ïîëó÷àåì â êîíöå
÷èñëà òîëüêî, åñëè â ïðîèçâåäåíèå âõîäÿò ìíîæèòåëè 10 èëè 5 · 2. Òî
åñòü, åñëè ÷èñëî ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, òî ÷èñëî íóëåé íà
êîíöå ÷èñëà çàâèñèò îò òîãî ñêîëüêî ðàç â íåãî âõîäèò 5 è 2. ×èñëî
17! ñîäåðæèò â ðàçëîæåíèè 5, 10, 15, òî åñòü 5 âõîäèò â ðàçëîæåíèå 3
ðàçà. Ïðè ýòîì, 2 â ðàçëîæåíèå âõîäèò áîëüøå òð¼õ ðàç. Çíà÷èò, 17!
îêàí÷èâàåòñÿ òðåìÿ íóëÿìè.

Ïðèìåð 12. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå çàïè-
ñûâàåòñÿ òîëüêî öèôðàìè 1 è 0 è äåëèòñÿ íà 225.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 225 = 9 · 25. Çíà÷èò, ÷òîáû ÷èñëî äåëèëîñü íà
225, îíî äîëæíî äåëèòüñÿ íà 9 è íà 25. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî äåëèëîñü
íà 9, ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè, ñóììà åãî öèôð äîëæíà äåëèòüñÿ íà 9,
à çíà÷èò, â ÷èñëî äîëæíî âõîäèòü 9 åäèíèö.

×òîáû ÷èñëî äåëèëîñü íà 25, ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäíèõ äâóõ öèôð
äîëæíî äåëèòüñÿ íà 25. Äîêàæåì ýòî, ðàññìîòðèì ÷èñëî

abcd = 1000 · a+ 100 · b+ 10 · c+ d.

Åñëè abcd ..
.
25 è, ïðè ýòîì 1000a ..

.
25 è 100b ..

.
25, òî è (10c+ d) ..

.
25. Òî

åñòü êàê ðàç ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð, äåëèòñÿ íà 25.

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî äâå ïîñëåäíèå öèôðû äîëæíû áûòü 00, 25, 50 èëè
75. Äëÿ íàøåé çàäà÷è ïîäõîäèò òîëüêî 00. Â òàêîì ñëó÷àå, íàèìåíüøåå
÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 225 � ýòî 11111111100.

Ïðèìåð 13. Â ñëîâå ÁÎÐÌÅÍÒÀËÜ êàæäàÿ áóêâà � ýòî öèôðà,
ðàçëè÷íûå áóêâû � ðàçëè÷íûå öèôðû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ÁÎÐ-
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ÌÅÍÒÀËÜ ñîñòàâíîå.

Ðåøåíèå. Â ñëîâå ÁÎÐÌÅÍÒÀËÜ 10 ðàçíûõ áóêâ, à çíà÷èò, è ðàç-
ëè÷íûõ ÷èñåë � 10. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà öèôð ðàâíà

0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45.

À ÷èñëî 45 ..
.
3 è 45 ..

.
9. Çíà÷èò, è ÷èñëî ÁÎÐÌÅÍÒÀËÜ äåëèòñÿ íà

3 è íà 9. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 9. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç ÷èñåë:

• 207, 321, 53, 954 äåëÿòñÿ íà 3;
• 120, 348, 554, 255 äåëÿòñÿ íà 5?

Çàäà÷à 10. Ðàçëîæèòå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëî 750.

Çàäà÷à 11. Íàéäèòå:

• ÍÎÄ(48, 36),
• ÍÎÊ(48, 36).

Çàäà÷à 12. Âàñÿ çàïèñàë ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 9. Ïåðå-
ñòàâèë â í¼ì íåñêîëüêî öèôð è ïîëó÷èë íîâîå ÷èñëî. Äåëèòñÿ ëè ýòî
÷èñëî íà 9? Ïî÷åìó?

Çàäà÷à 13. Ìîæåò ëè ÷èñëî 2a+ 2b áûòü ïðîñòûì?

Çàäà÷à 14. Êàêóþ öèôðó íóæíî ïîñòàâèòü âìåñòî ∗, ÷òîáû ÷èñëî 35∗
äåëèëîñü íà 2, íî íå äåëèëîñü íà 4? Ðàññìîòðèòå âñå ñëó÷àè!

Çàäà÷à 15. Ìîæåò ëè ñóììà äâóõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë áûòü ïðîñòûì
÷èñëîì? Îòâåò îáúÿñíèòå.

Çàäà÷à 16. Çàìåíèòå ∗ òàê, ÷òîáû ÷èñëî áûëî

• ïðîñòûì 8 ∗;
• ñîñòàâíûì 2 ∗ 3.

Çàäà÷à 17. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè âçàèìíî ïðîñòûìè ÷èñëà:

• 1008 è 1225;
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• 1584 è 2695.

Çàäà÷à 18. Äâåñòè êîðîáîê êîíôåò íåîáõîäèìî óïàêîâàòü è îòïðàâèòü
â ìàãàçèí. Ñêîëüêî êîðîáîê êîíôåò ìîæíî áåç îñòàòêà óïàêîâàòü â
ÿùèêè, âìåùàþùèå ïî

• 60 êîðîáîê;
• 45 êîðîáîê?

Çàäà÷à 19. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b ðàâåí a. Íàéäèòå
íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ýòèõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 20. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äâóõ ÷èñåë ðàâíî 120. Íàé-
äèòå ýòè ÷èñëà, åñëè èõ ÷àñòíîå è èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 4 è 5.

Çàäà÷à 21. Ïðèäóìàéòå ñîñòàâíîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò âçàèìíî ïðî-
ñòûì ñ êàæäûì èç ÷èñåë: 34, 77, 195.

Çàäà÷à 22. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 350 + 1 äåëèòñÿ íà 2.

Çàäà÷à 23. Èçâåñòíî, ÷òî m è n � äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà.
Íàéäèòå äåëèòåëè ÷èñëà n3m2.

Çàäà÷à 24. ×èñëî a � íàòóðàëüíîå, ìåíüøå 45, è íå äåëèòñÿ íè íà 2,
íè íà 3, íè íà 5. Âåðíî ëè, ÷òî a � ïðîñòîå? Îòâåò îáúÿñíèòå.

Çàäà÷à 25. Ëåíà è Ìàøà èçìåðèëè øàãàìè îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå
143 ìåòðà. Ïðè÷¼ì äëèíà øàãà Ëåíû 55 ñàíòèìåòðîâ. Íàéäèòå äëèíó
øàãà Ìàøè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ ñëåäû 20 ðàç ñîâïàëè. (Äëèíà øàãà
Ìàøè âûðàæàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì ñàíòèìåòðîâ.)

Çàäà÷à 26. Âû÷åðêíèòå â ÷èñëå 21459 äâå öèôðû òàê, ÷òîáû îíî äå-
ëèëîñü íà 9.

Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Îïðåäåëåíèå. Ðàçäåëèòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî a íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n ñ îñòàòêîì îçíà÷àåò ïðåäñòàâèòü a â âèäå a = nk+r, ãäå 0 6 r < n.

Ïðè ýòîì r íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ a íà n. Åñëè r = 0, òî
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ýòî äåëåíèå íàçûâàåòñÿ äåëåíèåì íàöåëî. Òî åñòü, äåëåíèå íàöåëî �
÷àñòíûé ñëó÷àé äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.

Ðàñøèðèì äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå: äåëèìîå ìîæåò áûòü îòðèöà-
òåëüíûì. ×èñëà ñ îäèíàêîâûì îñòàòêîì ðàñïîëàãàþòñÿ íà ÷èñëîâîé
ïðÿìîé ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè. Íàïðèìåð, îòìåòèì íà ïðÿìîé íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà 7 äàþò îñòàòîê 2.

Ñîñåäíèå îòìå÷åííûå ÷èñëà íàõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 7.
Ýòî 2, 9, 16 è òàê äàëåå. Åñëè ïðîäîëæèì âëåâî, òî îòìå÷åííûìè áó-
äóò òàêæå ÷èñëà −5, −12, −19 è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Çíà÷èò, îïðå-
äåëåíèå äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì â ñëó÷àå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è â ñëó÷àå
öåëûõ ÷èñåë � îäèíàêîâû.

Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîñòè äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì. Äåëåíèå ñ îñòàò-
êîì îñóùåñòâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Òî åñòü, äëÿ ëþáûõ ÷èñåë
a è b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà ÷èñåë k è r, òàêèõ ÷òî a = nk+ r,
ãäå r < n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

a = nk1 + r1, 0 6 r1 < n è a = nk2 + r2, 0 6 r2 < n.

Âû÷èòàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî, ïîëó÷àåì:

n(k1 − k2) + r1 − r2 = 0, n(k1 − k2) = r2 − r1.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îñòàòêà: −n < r2 − r1 < n, òî åñòü
−n < n(k1 − k2) < n. Ñëåäîâàòåëüíî, −1 < k1 − k2 < 1, íî ýòî çíà÷èò,
÷òî k1 = k2. Ïîäñòàâèì ýòî â ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì r1 = r2, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äåëèòü ñ îñòàòêîì ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, óãîëêîì èëè
ãðàôè÷åñêè. Îòìåòèì íà êîîðäèíàòíîé îñè 0, ±n, ±2n è òàê äàëåå.
Òåïåðü ÷èñëî a ïîïàäàåò ëèáî íà îäíî èç îòìå÷åííûõ ÷èñåë (è òî-
ãäà ÷èñëî a äåëèòñÿ íà n), ëèáî â îòðåçîê ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè
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îòìå÷åííûìè ÷èñëàìè. Òîãäà ìíîæèòåëü ïðè n â ëåâîì ÷èñëå áóäåò
÷àñòíîå ïðè k, à ðàññòîÿíèå îò ëåâîãî ÷èñëà äî a � îñòàòîê.

Ïðèìåð 14. Ðàçäåëèì 17 íà 3.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçäåëèì â ñòîëáèê

1 7 3
1 5 5
2(îñò)

Âòîðîé ñïîñîá.

Îáîèìè ñïîñîáàìè ïîëó÷àåì 17 = 3 · 5 + 2.

Ïðèìåð 15. ×èñëî a êðàòíî 3. Ìîæåò ëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 12
áûòü ðàâíûì 2?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæåò. Òîãäà a = 12k+2. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, a ..

.
3, çíà÷èò a = 3m, 3m = 12k+2,⇒ 3m−12k = 2. Òàê êàê 3m ..

.
3

è 12k ..
.
3, òî è 2 äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå �

îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà a íà 12 íå ìîæåò áûòü ðàâåí 2.

Çàäà÷à 27. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7, òî
ïðè äåëåíèè íà 14, îíî íå ìîæåò äàâàòü îñòàòîê 9.

Ïðèìåð 16. Äîêàæèòå, ÷òî n3 + 2n äåëèòñÿ íà 3 äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî n.

Ðåøåíèå. ×èñëî n ìîæåò äàâàòü ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0, 1, 2.

1. Åñëè n äà¼ò îñòàòîê 0, òî n3 è 2n äåëÿòñÿ íà 3, ïîýòîìó n3 + 2n
äåëèòñÿ íà 3.

2. Åñëè n äà¼ò îñòàòîê 1, òî n3 äà¼ò îñòàòîê 1, 2n äà¼ò îñòàòîê 2,
ïîýòîìó n3 + 2n äåëèòñÿ íà 3.
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3. Åñëè n äà¼ò îñòàòîê 2, òî n2 äà¼ò îñòàòîê 1, à n3 äà¼ò îñòàòîê 2,
2n äà¼ò îñòàòîê 1, ïîýòîìó n3 + 2n äåëèòñÿ íà 3.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî, ÷òî n3 + 2n äåëèòñÿ íà 3.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 28. Ðàçäåëèòå ñ îñòàòêîì:

• 237 íà 5;
• −237 íà 5;
• −98 íà 7;
• −101 íà 100.

Çàäà÷à 29. ×èñëî a äà¼ò îñòàòîê 6 ïðè äåëåíèè íà 12. Ìîæåò ëè îíî
äàâàòü îñòàòîê 12 ïðè äåëåíèè íà 20?

Çàäà÷à 30. Ñðåäè ÷èñåë, áîëüøèõ 10, íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, êîòîðîå:

• äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 2;
• äà¼ò îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 13;
• äà¼ò îñòàòîê 8 ïðè äåëåíèè íà 17.

Çàäà÷à 31. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèòå, ÷åìó ðàâåí îñòà-
òîê îò äåëåíèÿ:

• 5n+ 4 íà 5;
• 6n+ 2 íà 2;
• 10n+ 6 íà 5.

Àëãîðèòì Åâêëèäà

Ðàíåå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ è íàõîæäå-
íèÿ åãî ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Îäíàêî,
äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë ýòî î÷åíü òðóäî¼ìêèé ïðîöåññ. Íî ñóùåñòâóåò äðó-
ãîé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë. Îí íàçûâàåòñÿ
àëãîðèòìîì Åâêëèäà. Îñíîâàí îí íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
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Òåîðåìà. Åñëè a = bc+ r, òî ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûÿñíèì, êàêèìè ñâîé-
ñòâàìè îáëàäàþò îáùèå äåëèòåëè ÷èñåë a, b è ÷èñåë b, r.

1. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âñÿêèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîâðåìåííî äåëèòåëåì ÷èñëà r. Ïóñòü d � îáùèé äåëèòåëü
÷èñåë a è b. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò k è l, ÷òî a = kd è
b = ld. Ïîäñòàâèì äàííûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó äåëåíèÿ a íà b
ñ îñòàòêîì:

a = bc+ r, kd = ldc+ r, r = kd− ldc, r = d(k − lc).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì r.

2. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî âñÿêèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë b è r ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîâðåìåííî äåëèòåëåì ÷èñëà a. Ïóñòü q ÿâëÿåòñÿ îáùèì
äåëèòåëåì ÷èñåë b è r. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà m è n, ÷òî b = mq, r = nq. Ïîäñòàâèì ýòè
âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó äåëåíèÿ a íà b ñ îñòàòêîì:

a = mqc+ nq, a = q(mc+ n).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî q ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì a. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé a è
b ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îáùèõ äåëèòåëåé b è r. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîâïàäàåò è èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âìåñòî ÍÎÄ(a, b) ìîæíî ïèñàòü ÍÎÄ(b, r).

1. Äåëèì a íà b ñ îñòàòêîì r.

2. Äåëèì b íà r ñ îñòàòêîì r1.

3. Äåëèì r íà r1 ñ îñòàòêîì r2.

4. È òàê äàëåå. . .
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Ïîëó÷èëè îñòàòêè r, r1, r2, . . . � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, êîòî-
ðûå ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàþòñÿ: b > r > r1 > r2 > . . . > 0. È
òàê êàê ÷èñëî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ b, êîíå÷íî, òî
íà íåêîòîðîì øàãå îñòàòîê îò äåëåíèÿ rn íà rn+1 áóäåò ðàâåí íóëþ:
rn = rn+1cn+2 + 0. Â ñèëó ïîêàçàííîé âûøå òåîðåìû:

ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r) = ÍÎÄ(r, r1) = . . . = ÍÎÄ(rn+1, 0) = rn+1.

Çíà÷èò, ÍÎÄ ÷èñåë a è b ðàâåí ïîñëåäíåìó íåòðèâèàëüíîìó îñòàòêó â
óêàçàííîé öåïî÷êå äåëåíèé.

Ïðèìåð 17. Íàéäèòå ÍÎÄ(846, 246).

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà:

846 = 246 · 3 + 108,

246 = 108 · 2 + 30,

108 = 30 · 3 + 18,

30 = 18 · 1 + 12,

18 = 12 · 1 + 6,

12 = 6 · 2 + 0.

Çíà÷èò, ÍÎÄ(846, 246) = 6.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî: ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, a− b).

Ïðèìåð 18. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 2n+13 è n+7.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ îòìå÷åííûì âûøå ñâîéñòâîì:

ÍÎÄ(2n+13, n+7) = ÍÎÄ(n+7, 2n+13−(n+7)) = ÍÎÄ(n+7, n+6) =

= ÍÎÄ(n+ 6, n+ 7− (n+ 6)) = ÍÎÄ(n+ 6, 1) = 1.

Ïðèìåð 19. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü

12n+ 1

30n+ 2

íåñîêðàòèìà íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.
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Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî äðîáü íåñîêðàòèìà, íåîáõî-
äèìî ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñëèòåëÿ è çíàìå-
íàòåëÿ ðàâåí 1:

ÍÎÄ(12n+ 1, 30n+ 2) = ÍÎÄ(12n+ 1, 30n+ 2− (12n+ 1)) =

= ÍÎÄ(12n+ 1, 18n+ 1) = ÍÎÄ(12n+ 1, 18n+ 1− (12n+ 1)) =

= ÍÎÄ(12n+ 1, 6n) = ÍÎÄ(6n, 12n+ 1− 6n) =

= ÍÎÄ(6n, 6n+ 1− 6n) = ÍÎÄ(6n, 1) = 1.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 32. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íàéäèòå íàèáîëüøèé îá-
ùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b:

• a = 143, b = 247;
• a = 187, b = 319;
• a = 451, b = 533;
• a = 307, b = 945;
• a = 307, b = 867;
• a = 2581, b = 4005.

Çàäà÷à 33. Ïðåäñòàâüòå äðîáü â íåñîêðàòèìîì âèäå:

• 545

4578
;

• 1067

1552
;

• 3201

5335
.

Çàäà÷à 34. Íàéäèòå ÷èñëà x è y, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

• x/y = 5/2 è ÍÎÄ(x, y) = 3;
• x/y = 4/3 è ÍÎÄ(x, y) = 6.
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Çàäà÷à 35. Íàéäèòå ÍÎÄ(2100 − 1, 2120 − 1).

Çàäà÷à 36. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ m, äëÿ êîòîðûõ äðîáü 11m+3
13m+4 ñîêðà-

òèìà.

Çàäà÷à 37. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ñîñåäíèõ íå÷¼òíûõ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî ïðîñòûìè.

Ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ

Òåîðåìà. Öåëûå ÷èñëà a è b èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìîå óòâåðæäåíèå. Åñëè öåëûå ÷èñëà a è b
èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà m, òî èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ
íà m. Ïóñòü a = mc1 + r, 0 6 r < |m|, è b = mc2 + r, 0 6 r < |m|.
Âû÷òåì ïåðâîå èç âòîðîãî, ïîëó÷èì:

a−b = mc1+r−(mc2+r) = mc1+r−mc2−r = mc1−mc2 = m(c1−c2).

Ïîëó÷èì, ÷òî a− b äåëèòñÿ íà m.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè ðàçíîñòü öåëûõ ÷èñåë a è b äåëèòñÿ
íà m, òî ÷èñëà a è b äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà m. Òàê
êàê a−b äåëèòñÿ íà m, òî ìîæíî çàïèñàòü: a−b = mc, c ∈ Z. Ðàçäåëèì
÷èñëî b íà m, òîãäà:

b = mq + r, ãäå 0 6 r < |m|, q ∈ Z, r ∈ N0.

Ñëîæèì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ:

a− b+ b = mc+md+ r, a = m(c+ d) + r.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî a ïðè äåëåíèè íà m èìååò òîò æå îñòàòîê r.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè äâà öåëûõ ÷èñëà a è b èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè
ïðè äåëåíèè íà öåëîå ÷èñëî m, òî ãîâîðÿò, ÷òî a è b ñðàâíèìû ïî

ìîäóëþ m, è ïèøóò: a ≡ b (mod m).
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Âûðàæåíèå a ≡ b (mod m) íàçûâàþò ñðàâíåíèåì.

Íàïðèìåð,

9 ≡ 29 (mod 10), 1 ≡ 3 (mod 2), 3 ≡ 0 (mod 3),

2n+ 1 ≡ 1 (mod n),−74 ≡ 14 (mod 8).

Òåîðåìà. ×èñëî a ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì b ïî ìîäóëþ m òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ðàçíîñòü a è b äåëèòñÿ íà m.

Ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Ðåôëåêñèâíîñòü: ëþáîå ÷èñëî a ñðàâíèìî ñàìî ñ ñîáîé ïî ìî-
äóëþ m (a,m ∈ Z,m > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî: a − a = 0 = m · 0, äëÿ ëþáîãî öåëîãî m > 0,
Ýòà ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà m. Òîãäà ïî òåîðåìå a ≡ a (mod m).

2. Cèììåòðè÷íîñòü: åñëè ÷èñëî a ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì b ïî ìîäóëþ
m, òî ÷èñëî b ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì a ïî òîìó æå ìîäóëþ (a, b,m ∈
Z,m > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, a ≡ b (mod m). Çíà÷èò,
ïî òåîðåìå, ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî c, ÷òî a − b = mc. Íî
b− a = −(a− b) = −mc = m(−c), è ïîýòîìó b− a òàêæå äåëèòñÿ
íà m. Ñëåäîâàòåëüíî, b ≡ a (mod m).

3. Òðàíçèòèâíîñòü: åñëè ÷èñëî a ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì b ïî ìîäó-
ëþ m, à ÷èñëî b ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì c ïî ìîäóëþ m, òî ÷èñëî a
ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì c ïî ìîäóëþ m (a, b, c,m ∈ Z,m > 0)

Äîêàçàòåëüñòâî: a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m). Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò öåëûå ÷èñëà k è l, òàêèå ÷òî a − b = mk è b − c = ml,
a−c = (a−b)+(b−c) = mk+ml = m(k+ l). Çíà÷èò, a−c äåëèòñÿ
íà m. Òîãäà ïî òåîðåìå a ≡ c (mod m).

Ïðèìåð 20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî
a+ c ≡ b+ d (mod m).

Ðåøåíèå. Òàê êàê a− b äåëèòñÿ íà m è c−d äåëèòñÿ íà m, òî (a− b)+
+ (c− d) = (a+ c)− (b+ d) äåëèòñÿ íà m.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m),
òî a− c ≡ b− d (mod m).

Ïðèìåð 21. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî
a · c ≡ b · d (mod m).

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü:

ac− bd = ac− bc+ bc− bd = (a− b)c+ b(c− d),

(a− b)c äåëèòñÿ íà m è b(c− d) äåëèòñÿ íà m, çíà÷èò ac− bd äåëèòñÿ
íà m.

Ïðèìåð 22. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n2+1 íå äåëèòñÿ íà 3 íè ïðè êàêîì
öåëîì n.

Ðåøåíèå. Êàæäîå öåëîå ÷èñëî n ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 3 ëèáî ñ 0, ëèáî
ñ 1, ëèáî ñ 2:

• åñëè n ≡ 0 (mod 3), òî n2 ≡ 0 (mod 3) (óìíîæåíèå ñðàâíåíèé) è
n2 + 1 ≡ 1 (mod 3) (ñëîæåíèå ñðàâíåíèé);
• åñëè n ≡ 1 (mod 3), òî n2 + 1 ≡ 2 (mod 3);
• åñëè n ≡ 2 (mod 3), òî n2 + 1 ≡ 2 (mod 3).

Òàêèì îáðàçîì, íè â îäíîì ñëó÷àå ìû íå ïîëó÷èëè n2+1 ≡ 0 (mod 3).

Ïðèìåð 23. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 6100 íà 7.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 6 ≡ −1 (mod 7). Âîçâîäÿ ýòî ñðàâíåíèå â ñîòóþ
ñòåïåíü, ïîëó÷èì

6100 ≡ (−1)100 (mod 7), 6100 ≡ 1 (mod 7).

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåøåíèåì îòìåòèì, ÷òî èíîãäà áûâàåò óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ñðàâíèìûå ñ äàííûìè.

Ïðèìåð 24. Äîêàæèòå, ÷òî 11n+2+122n+1 äåëèòñÿ íà 133 ïðè ëþáîì
íàòóðàëüíîì n.

Ðåøåíèå. Ðàñïèøåì ñóììó:

11n+2 + 122n+1 = 11n112 + 122n12 = 121 · 11n + 12 · 122n =

= (133− 12) · 11n + 12 · 122n = 133 · 11n − 12 · 11n + 12 · 122n.
Òàê êàê 133·11n äåëèòñÿ íà 133, à −12·11n+12·122n = 12·(122n−11n) =
= 12 · (144n − 11n) ≡ 0 (mod 133).
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Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 38. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñðàâíèìîå ñ 235
ïî ìîäóëþ:

• 3;
• 4;
• 5;
• 7.

Çàäà÷à 39. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñðàâíèìîå ñ ÷èñ-
ëîì a ïî ìîäóëþ m:

• a = 2589, m = 11;
• a = 68952, m = 120;
• a = 63814, m = 131;
• a = 56400, m = 139.

Çàäà÷à 40. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ÷èñëî ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì
198 ïî ìîäóëþ 25, òî îíî ñðàâíèìî è ñ ÷èñëîì 35648 ïî ýòîìó æå
ìîäóëþ.

Çàäà÷à 41. Íàéäèòå òðè çíà÷åíèÿ x, òàêèõ ÷òî:

• x ≡ 5 (mod 7);
• x ≡ 3 (mod 5);
• x ≡ 11 (mod 28);
• x ≡ 19 (mod 31).

Çàäà÷à 42. Íàéäèòå äâà çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòîðûõ âåðíî äàííîå ñðàâ-
íåíèå:

• x+ 3 ≡ 6 (mod 4);
• x− 1 ≡ 7 + 5 (mod 6);
• 2x+ 6 ≡ x+ 8 (mod 7).

Çàäà÷à 43. Äîêàæèòå, ÷òî

• a3 − a äåëèòñÿ íà 3 äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà a;
• a3 + 11a äåëèòñÿ íà 6 äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà a.

Çàäà÷à 44. Äîêàæèòå, ÷òî 3099 + 61100 äåëèòñÿ íà 31.
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Çàäà÷à 45. Äîêàæèòå, ÷òî 43101 + 23101 äåëèòñÿ íà 66.

Çàäà÷à 46. Äîêàæèòå, ÷òî an+ bn äåëèòñÿ íà a+ b, åñëè n � íå÷¼òíîå
÷èñëî.

Ñ ïîìîùüþ òåîðèè ñðàâíåíèé ìîæíî ðåøàòü ðàçíûå çàäà÷è, íàïðèìåð,
ñëåäóþùóþ.

Ïðèìåð 25. Îïðåäåëèòå, êàêèì äí¼ì íåäåëè áóäåò 1 èþíÿ 2021 ãîäà,
çíàÿ, ÷òî 1 ñåíòÿáðÿ 2020 ãîäà áûë âòîðíèê.

Äíè íåäåëè ïîâòîðÿþòñÿ êàæäûå 7 äíåé. Âûáåðåì òî÷êó îòñ÷åòà âòîð-
íèê è êàæäîìó ÷èñëó a ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äåíü íåäåëè, êîòîðûé
îïðåäåëÿåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà 7. Ïîëó÷èì:

• âòîðíèê � 0;
• ñðåäà � 1;
• ÷åòâåðã � 2;
• ïÿòíèöà � 3;
• ñóááîòà � 4;
• âîñêðåñåíüå � 5;
• ïîíåäåëüíèê � 6.

Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî äíåé ïðîéä¼ò ñ 1 ñåíòÿáðÿ 2020 ãîäà äî 1 èþíÿ
2021: 30 · 3 + 31 · 5 + 28 = 273 äíÿ, 273 ≡ 0 (mod 7), çíà÷èò, 1 èþíÿ
2021 ãîäà áóäåò òîæå âòîðíèê. Ñðàâíåíèÿ ïîìîãàþò íàõîäèòü îñòàòêè
îò äåëåíèÿ, íå ïðîèçâîäÿ ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, íàéäåì
îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 7 íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé ÷èñëà 3:

31 ≡ 3 (mod 7),

32 ≡ 2 (mod 7),

33 ≡ 6 (mod 7),

34 = (32)2 ≡ 22 ≡ 4 (mod 7),

35 = 31 · 34 ≡ 3 · 4 ≡ 12 ≡ 5 (mod 7),

36 = 31 · 35 ≡ 3 · 5 ≡ 15 ≡ 1 (mod 7),

37 = 31 · 36 ≡ 3 · 1 ≡ 3 (mod 7),

38 = 31 · 37 ≡ 3 · 3 ≡ 9 ≡ 2 (mod 7),

39 = 31 · 38 ≡ 3 · 2 ≡ 6 (mod 7).
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Çàìåòèì, ÷òî îñòàòêè 3, 2, 6, 4, 5, 1, è îïÿòü ïîâòîðÿþòñÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, íå âûïîëíÿÿ ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé ñàìèõ ñòåïåíåé, ìû ñ ïî-
ìîùüþ ñðàâíåíèé ñìîãëè áûñòðî íàéòè îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7 âñåõ
÷èñåë âèäà 3n (n ∈ N).

Îñòàòîê r ïðè äåëåíèè íà 7 ÷èñåë âèäà 3n ðàâåí:

• 3, åñëè n = 6k + 1;
• 2, åñëè n = 6k + 2;
• 0, åñëè n = 6k + 3;
• 4, åñëè n = 6k + 4;
• 5, åñëè n = 6k + 5;
• 1, åñëè n = 6k + 6.

Ïðèìåð 26. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 304226 íà 7.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì 304 íà 7: 304 = 7 · 43 + 3, çíà÷èò, 304 ≡ 3 (mod 7).
Òîãäà 304226 ≡ 3226 (mod 7).

Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ìû âûÿñíèëè, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñåë
âèäà 3n íà 7 çàâèñèò îò òîãî, êàêîé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 6 äàåò
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè 226 = 6 · 37 + 4. Òî åñòü, èìååì

304226 ≡ 3226 ≡ 34 ≡ 4 (mod 7).

Çíà÷èò ÷èñëî 304226 ïðè äåëåíèè íà 7 áóäåò èìåòü îñòàòîê 4.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 47. Çíàÿ, ÷òî 1 ñåíòÿáðÿ 2018 ãîäà � ñóááîòà, îïðåäåëèòå:

• êàêèì äí¼ì íåäåëè áóäåò 1 äåêàáðÿ 2018 ãîäà;
• êàêèì äí¼ì íåäåëè áóäåò 8 ìàðòà 2019 ãîäà;
• êàêèì äí¼ì íåäåëè áóäåò 1 èþíÿ 2019 ãîäà.

Çàäà÷à 48. Êàêèå îñòàòêè äàþò íàòóðàëüíûå ñòåïåíè ÷èñëà a ïðè
äåëåíèè íà b, åñëè:

• a = 2, b = 3;
• a = 2, b = 5;
• a = 3, b = 7;
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• a = 3, b = 5;
• a = 3, b = 11?

Çàäà÷à 49. Îïðåäåëèòå, íå âû÷èñëÿÿ ÷àñòíîãî, äåëèòñÿ ëè ÷èñëî a íà
11:

• a = 124567;
• a = 6267059.

Çàäà÷à 50. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b, åñëè:

• a = 444333, b = 7;
• a = 222333, b = 5;
• a = 2431, b = 11.

Çàäà÷à 51. Îïðåäåëèòü, äåëèòñÿ ëè ÷èñëî a íà b, åñëè:

• a = 333777 + 777333, b = 5;
• a = 2100 + 3100, b = 7;
• a = 11100 − 1, b = 5.

Çàäà÷à 52. Êàêîé öèôðîé îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî:

• 333555;
• 777111;
• 222222.

Çàäà÷à 53. ×èñëà 3311, 1935, 1376 äàþò ðàâíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøåå 1. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

Çàäà÷à 54. Íàéäèòå òðåõçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ïðè äå-
ëåíèè íà 3, 5 è íà 7 äàåò îñòàòêè, ðàâíûå 2, è â çàïèñè êîòîðîãî åñòü
òîëüêî 2 ðàçëè÷íûå öèôðû.

Çàäà÷à 55. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 7 ÷èñëà

1010 + 10100 + 101000 + . . .+ 1010 000 000 000.



25

Óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ

Óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ � ýòî àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ äâó-
ìÿ èëè áîëåå íåèçâåñòíûìè ïåðåìåííûìè è öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ðåøåíèÿìè òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âñå öåëî÷èñëåííûå (èíîãäà íà-
òóðàëüíûå) íàáîðû çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ýòîìó óðàâíåíèþ.

Òàêèå óðàâíåíèÿ åù¼ íàçûâàþò äèîôàíòîâûìè â ÷åñòü äðåâíåãðå÷å-
ñêîãî ìàòåìàòèêà Äèîôàíòà Àëåêñàíäðèéñêîãî, êîòîðûé èññëåäîâàë
íåêîòîðûå òèïû òàêèõ óðàâíåíèé åùå äî íàøåé ýðû.

Ñîâðåìåííîé ïîñòàíîâêîé äèîôàíòîâûõ çàäà÷ ìû îáÿçàíû ôðàíöóç-
ñêîìó ìàòåìàòèêó Ôåðìà. Èìåííî îí ïîñòàâèë âîïðîñ î ðåøåíèè íåîïðå-
äåë¼ííûõ óðàâíåíèé òîëüêî â öåëûõ ÷èñëàõ. Íàèáîëåå èçâåñòíîå óðàâ-
íåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ � âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà: xn+yn = zn íå èìååò
íåíóëåâûõ íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 2.

Â 1970 ãîäó ëåíèíãðàäñêèé ìàòåìàòèê Þðèé Âëàäèìèðîâè÷ Ìàòèÿ-
ñåâè÷ äîêàçàë, ÷òî îáùåãî ñïîñîáà, ïîçâîëÿþùåãî çà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ ðåøàòü â öåëûõ ÷èñëàõ ïðîèçâîëüíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ,
íå ñóùåñòâóåò è áûòü íå ìîæåò. Ïîòîìó äëÿ ðàçíûõ òèïîâ óðàâíå-
íèé âûáèðàòü ñîáñòâåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè â öåëûõ è
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ìîæíî óñëîâíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ìåòîäû:

• ñïîñîá ïåðåáîðà âàðèàíòîâ;
• ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà Åâêëèäà;
• ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè;
• ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ, êàê êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëü-
íî êàêîé-ëèáî îäíîé ïåðåìåííîé;
• ìåòîä îñòàòêîâ;
• è äðóãèå. . .

Ïðèìåð 27. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3x+ 5y = 7 â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå:

x0 = 14 è y0 = −7, 3 · 14 + 5 · (−7) = 42− 35 = 7.

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü 3x0+5y0 = 7. Âû÷òåì ýòî óðàâíåíèå èç äàííîãî,
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ïîëó÷èì

3x− 3x0 + 5y − 5y0 = 7− 7, 3(x− x0) + 5(y − y0) = 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî ðåøåíèå íåîáõîäèìî, ÷òîáû (x − x0) äåëèëîñü
íà 5, à (y − y0) � íà 3. Ïóñòü x − x0 = 5k, à y − y0 = −3k, òî åñòü
x = 14+ 5k, y = −7− 3k, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå.

Ïðèìåð 28. Ðåøèòå óðàâíåíèå 1990x− 173y = 11.

Ðåøåíèå. Â ýòîì óðàâíåíèè ÷èñëà âåëèêè íàñòîëüêî, ÷òî ïîäáîðîì
çäåñü êîíêðåòíîãî ðåøåíèÿ íå íàéòè. Ïîìîæåò òî, ÷òî ÷èñëà 1990 è 173
âçàèìíî ïðîñòû: 173 � ïðîñòîå, 1990 = 199 · 2 · 5, ÍÎÄ(1990, 173) = 1.

Ïóñòü m è n � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà
ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 1990m − 173n = 1: m = 2, n = 23.
Òîãäà x0 = 22, y0 = 253 � ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äàëåå, êàê â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîëó÷èì ðåøåíèÿ:

x = 22 + 173k, y = 253 + 1990k, ãäå k � öåëîå ÷èñëî.

Òåîðåìà. Åñëè â óðàâíåíèè Ax+By = C ÷èñëà A è B âçàèìíî ïðîñòû,
òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà x0 è y0 òàêèå, ÷òî Ax0 + By0 = C, è âñå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ax+By = C èìåþò âèä: x = x0+Bk, y = y0−Ak,
ãäå k � öåëîå ÷èñëî.

Ïðèìåð 29. (È. Àíóëè÷, Êâàíò, �4, 1995)

Øëè ñîðîê ìûøåé,
Íåñëè ñîðîê ãðîøåé,
Äâå ìûøè ïîïëîøå
Íåñëè ïî äâà ãðîøà,
Íåìàëî ìûøåé �
Âîîáùå áåç ãðîøåé.
Áîëüøèå ñîâñåì �
Òàùèëè ïî ñåìü.
À îñòàëüíûå
Íåñëè ïî ÷åòûðå.
Ñêîëüêî ìûøåé
Øëè áåç ãðîøåé?
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ìûøåé, êîòîðûå íè÷åãî íå íåñëè, ÷å-
ðåç n, áîëüøèõ ÷åðåç b, à îñòàëüíûõ � ÷åðåç s. Ïîëó÷èì n+b+s+2 = 40
� ýòî êîëè÷åñòâî ìûøåé.

À òåïåðü ñîñòàâèì óðàâíåíèå äëÿ ãðîøåé:

n · 0 + b · 7 + s · 4 + 2 · 2 = 40.

Óïðîñòèì: 7b+ 4s = 36. Ìû ïîëó÷èëè äèîôàíòîâî óðàâíåíèå: b0 = 0,
s0 = 9, b = 4k, s = 9− 7k, ãäå k � öåëîå.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è, íàì íóæíû òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ðåøå-
íèÿ, k = 1, b = 4, s = 2. Òåïåðü íàéäåì n = 40−2−s−b = 38−2−4 = 32.
Çíà÷èò, 32 ìûøè øëè áåç ãðîøåé.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçî-
âàòü òåîðèþ î äåëèìîñòè.

Ïðèìåð 30. Èìååò ëè ðåøåíèå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå 5x+ 10y = 17.

Ðåøåíèå. Îáà ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ êðàòíû 5, à ïðàâàÿ
� íåò. Çíà÷èò, ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 31. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2(x2 + 5) = 2000 íå èìååò
ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ x.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x2(x2 + 5) ..
.
3 ïðè âñåõ öåëûõ x. Åñëè x ..

.
3, òî

ýòî î÷åâèäíî. Åñëè íåò, òî x èìååò âèä: x = 3k + 1 èëè x = 3k + 2,
òîãäà x2 = 3m+ 1 è ïîýòîìó (x2 + 5) ..

.
3.

Íî 2000 íå äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé
â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ïðèìåð 32. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x + 1)(5x + 2) = 14 â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ÷èñëî 14 íà äâà ìíîæèòåëÿ:

1 · 14, 2 · 7, 7 · 2, 14 · 1.

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ òîæå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæèòåëåé. Òàê
êàê ìû èùåì ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, òî x + 1 è 5x + 2 òîæå
áóäóò íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
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Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè:

1)

{
x+ 1 = 1,

5x+ 2 = 14;

2)

{
x+ 1 = 2,

5x+ 2 = 7;

3)

{
x+ 1 = 7,

5x+ 2 = 2;

4)

{
x+ 1 = 14,

5x+ 2 = 1.

Òîëüêî ñèñòåìà (2) äàëà ðåøåíèå x = 1. Çíà÷èò, ðåøåíèå äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ îäíî x = 1.

Ïðèìåð 33. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ: xy = x+ y + 3.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè:

xy − x− y = 3; x(y − 1) + 1− 1− y = 3; x(y − 1) + (1− y) = 4;

x(y − 1)− (y − 1) = 4; (y − 1)(x− 1) = 4

Îñòàëîñü ïåðåáðàòü âîçìîæíûå ðàçëîæåíèÿ 4 â ïðîèçâåäåíèå äâóõ öå-
ëûõ ìíîæèòåëåé

4 = 4 · 1 = 1 · 4 = 2 · 2 = (−4) · (−1) = (−1) · (−4) = (−2) · (−2) :{
y − 1 = 4,

x− 1 = 1;{
y − 1 = 1,

x− 1 = 4;{
y − 1 = 2,

x− 1 = 2;

{
y − 1 = −4,
x− 1 = −1;{
y − 1 = −1,
x− 1 = −4;{
y − 1 = −2,
x− 1 = −2.

Ðåøèâ âñå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷èì:

(5,2); (2,5); (3,3); (−3,0); (0,− 3); (−1,− 1).

Ïðèìåð 34. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: x2 + y2 = 4z − 1.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçîâàòü ýòî óðàâíåíèå ê áîëåå óäà÷íîìó âèäó íå óäà-
åòñÿ, ñäåëàòü ïåðåáîð òàêæå íå ïîëó÷èòñÿ. Ýòî íîâûé ïðåäñòàâèòåëü
äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ, è ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ ó íåãî íåò. Òîãäà
íóæíî äîêàçàòü ýòî.
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Ðàññìîòðèì, êàêèå îñòàòêè ìîãóò äàâàòü òî÷íûå êâàäðàòû ïî ìîäóëþ
4. Íåäîëãèé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî 0 è 1. Òàê êàê ñóììà äâóõ îñòàò-
êîâ òàêîãî âèäà íå ìîæåò äàâàòü −1, à ïðàâàÿ ÷àñòü äàåò îñòàòîê −1,
çíà÷èò ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 35. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: 3 · 2n + 1 = n2.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 3 · 2n äåëèòñÿ íà 3, òî 3 · 2n + 1 íå äåëèòñÿ íà 3, è
çíà÷èò, n íå äåëèòñÿ íà 3. Ïîýòîìó, n = 3k + 1, èëè n = 3k + 2. Åñëè:

• n = 3k+2, òî 3 · 2m +1 = 9k2 +12k+4, ⇒ 3 · 2m = 9k2 +12k+3,
⇒ 2m = 3k2 + 4k + 1, ⇒ 2m = (3k + 1)(k + 1). Ñëåäîâàòåëüíî,
k+1 è 3k+1 � ñòåïåíè äâîéêè. Çíà÷åíèÿ k = 0, k = 1 ïîäõîäÿò,
òîãäà n = 2, m = 1 è n = 5, m = 3.
Íî ïðè 2 6 k 4(n+1) > 9k+1 > 2(n+1) è, ñëåäîâàòåëüíî, n+1
è 3n+ 1 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü ñòåïåíÿìè äâîéêè.
• n = 3k + 1, òî 3 · 2m + 1 = 9k2 + 6k + 1, ⇒ 3 · 2m = 9k2 + 6k,
⇒ 2m = 3k2 + 2k, ⇒ 2m = k · (3k + 2), ⇒ k = 2, n = 7, m = 4.

Âìåñòå ñ èäååé ïåðåáîðà è îñòàòêîâ è èäååé ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè,
ìû èñïîëüçóåì èäåþ îöåíêè. Ïðè ðåøåíèè äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé
î÷åíü ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâà è îöåíêè.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 56. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ:

• 15x+ 17y = 1;
• 15 + 17y = 9;
• (2x+ y)(5x+ 3y) = 7.

Çàäà÷à 57. Èìåþò ëè ðåøåíèÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

• 6x+ 8y = 9;
• 25x+ 10y = 55;
• 12x+ 15y = 22;
• 24x+ 18y = 2010?

Çàäà÷à 58. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ íå èìåþò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñ-
ëàõ:
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• 2x2 + 164x = 2005;
• x(x+ 2)(4x+ 1) = 2005;
• x2 − 1 = 7.

Çàäà÷à 59. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ íå èìåþò ðåøåíèé â íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ:

• 5x3 + 4x = 3;

• 3x+ 5x4 = 4;

• x+1
x + x3+1

x3 = 1.

Çàäà÷à 60. Ðåøèòå óðàâíåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ:

• 6x2 + 3x = 8;
• x(x+ 1)(x+ 2) = 6;
• x(x+ 2)(x+ 4) = 15.

Çàäà÷à 61. Ðåøèòå óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ:

• x(x+ 2) = 3;
• x(x− 5) = 6;
• x2(x+ 2) = 11;
• x(x− 3) = 10.

Çàäà÷à 62. Ðàññìîòðåòü îñòàòêè ïî êàêîìó-ëèáî ìîäóëþ:

• x2 − 7y = 10;
• x3 + 21y2 + 5 = 0.

Çàäà÷à 63. Â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå íåñêîëüêî ñòðîê è íåñêîëüêî
ñòîëáöîâ. Ñòîëáöîâ íà ÷åòûðå áîëüøå, ÷åì ñòðîê. Âñåãî â òàáëèöå 45
êëåòîê. Ñêîëüêî âñåãî â òàáëèöå ñòðîê è ñêîëüêî âñåãî ñòîëáöîâ?

Çàäà÷à 64. Â âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå äåâÿòü äèàãîíàëåé. Ñêîëüêî
âåðøèí ó ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà?

Çàäà÷à 65. Âèííè Ïóõ õîòåë ñúåñòü íåñêîëüêî êîðîáîê êîíôåò ¾Áå-
ëî÷êà¿, íî ïîòîì ïåðåäóìàë è ñúåë íåñêîëüêî êîðîáîê ¾Ãðèëüÿæ¿. Íî
â êîðîáêå ¾Ãðèëüÿæ¿ êîíôåò îêàçàëîñü íà 4 ìåíüøå, ÷åì â êîðîáêå
¾Áåëî÷êà¿. Ïîýòîìó, ÷òîáû ñúåñòü çàïëàíèðîâàííîå êîëè÷åñòâî êîí-
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ôåò � 120 øòóê, Âèííè-Ïóõó ïðèøëîñü ñúåñòü íà îäíó êîðîáêó êîíôåò
áîëüøå, ÷åì îí ðàññ÷èòûâàë. Ñêîëüêî êîðîáîê êîíôåò ñúåë Âèííè?

Êîìáèíàòîðèêà

Îïðåäåëåíèå. Êîìáèíàòîðèêà � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, ïîñâÿùåí-
íûé ðåøåíèþ çàäà÷ âûáîðà è ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûìè ïðàâèëàìè.

Êîìáèíàòîðèêà èçó÷àåò êîìáèíàöèè è ïåðåñòàíîâêè ïðåäìåòîâ, ðàñ-
ïîëîæåíèå ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèå çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ââåäåíèå
êîìáèíàòîðèêè êàê ðàçäåëà ìàòåìàòèêè ñâÿçàíî ñ òðóäàìè âåëèêèõ
ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ XVII âåêà Áëåçà Ïàñêàëÿ (1623�1662) è
Ïüåðà Ôåðìà (1601�1665) ïî òåîðèè àçàðòíûõ èãð.

Îñíîâíûå ïðàâèëà êîìáèíàòîðèêè � ýòî ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäå-
íèÿ.

Ïðàâèëî ñóììû. Åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò A ìîæíî âûáðàòü m ñïî-
ñîáàìè, à ýëåìåíò B � n ñïîñîáàìè, òî âûáîð ¾ëèáî A, ëèáî B¿ ìîæíî
ñäåëàòü m+ n ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 36. Íà ñòîëå ëåæàò 7 ñëèâ è 16 ÿáëîê. Òîãäà îäèí ôðóêò
ìîæíî âûáðàòü 7 + 16 = 23 ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò A ìîæíî âûáðàòü
m ñïîñîáàìè, à ýëåìåíò B � n ñïîñîáàìè, òî ïàðó ¾A è B¿ ìîæíî
âûáðàòü m · n ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 37. Åñòü 5 ðàçíûõ ÷àøåê è 3 ðàçíûõ áëþäöà. Ñêîëüêî åñòü
ñïîñîáîâ âûáðàòü ÷àøêó ñ áëþäöåì?

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ÷àøêó, ê íåé ìîæíî âûáðàòü îäíî èç 3 áëþäåö. Íî
÷àøåê ó íàñ 5, çíà÷èò ñïîñîáîâ âûáðàòü ÷àøêó ñ áëþäöåì 5 · 3 = 15.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 66. Íà ïîëêå ñòîÿò 10 êíèã ïî ìàòåìàòèêå, 6 êíèã ïî ôèçèêå è
4 êíèãè ïî õèìèè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ñ ïîëêè îäíó
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êíèãó?

Çàäà÷à 67. Èìååòñÿ òðè ãîðîäà A, B è C. Èç A â B âåäóò òðè äîðîãè,
èç B â C � ïÿòü äîðîã. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïóòåé âåäóò èç A â C?
Ïðÿìûõ ïóòåé èç A â C íåò.

Çàäà÷à 68. Â ìàãàçèíå 7 âèäîâ ðóáàøåê, 5 âèäîâ áðþê è 4 âèäà ïè-
äæàêîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü êîìïëåêò èç ðóáàøêè,
áðþê è ïèäæàêà?

Çàäà÷à 69. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âñå
öèôðû � ÷¼òíûå?

Ïðèìåð 38. Ìîíåòó áðîñàþò òðèæäû. Ñêîëüêî ðàçíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé îðëîâ è ðåøåê ìîæíî ïðè ýòîì ïîëó÷èòü?

Ðåøåíèå. Êàæäàÿ ìîíåòà èìååò äâå ñòîðîíû: îð¼ë èëè ðåøêà, à áðîñà-
þò å¼ òðè ðàçà. Çíà÷èò, ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåò 23 = 8.

Çàäà÷à 70. Êàæäóþ êëåòêó êâàäðàòíîé òàáëèöû 2× 2 ìîæíî ïîêðà-
ñèòü â ÷¼ðíûé èëè áåëûé öâåò. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ðàñ-
êðàñîê ýòîé òàáëèöû?

Çàäà÷à 71. Â êîìàíäå 11 ÷åëîâåê, íóæíî âûáðàòü êàïèòàíà è åãî
çàìåñòèòåëÿ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ýòî ñäåëàòü?

Çàäà÷à 72. Â êèîñêå ïðîäàþòñÿ 5 âèäîâ êîíâåðòîâ è 4 âèäà ìàðîê.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü êîíâåðò ñ ìàðêîé?

Çàäà÷à 73. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òåêóùèõ äåë â êàíöåëÿðèè ïðèìåíÿþò
èíäåêñ, ñîñòîÿùèé èç îäíîé áóêâû è îäíîãî ÷èñëà, ïðè÷åì èñïîëüçóþò
30 áóêâ è 100 ÷èñåë. Ñêîëüêî äåë ìîæíî òàê îáîçíà÷èòü?

Çàäà÷à 74. Íà áàëó ïðèñóòñòâîâàëè 30 êàâàëåðîâ è 25 äàì. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü ïàðó äëÿ òàíöà?

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäñ÷åò ÷èñëà ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ðàñïîëî-
æèòü â ðÿä n ïðåäìåòîâ. Òàêèå ðàñïîëîæåíèÿ íàçûâàþò ïåðåñòàíîâ-
êàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñòàíîâêàìè íàçûâàþò êîìáèíàöèè, ñîñòîÿùèå èç
îäíèõ è òåõ æå n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ è îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ïîðÿä-
êîì èõ ðàñïîëîæåíèÿ.



Óïðàæíåíèÿ 33

×èñëî âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå: Pn = n!.

Ïðèìåð 39. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòî-
ðûõ öèôðû 1, 2, 3 âñòðå÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

Ðåøåíèå. Íà ïåðâîå ìåñòî ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáóþ èç òð¼õ öèôð, íà
âòîðîå � ëþáóþ èç äâóõ îñòàâøèõñÿ, à íà òðåòüå � òîëüêî ïîñëåäíþþ
îñòàâøóþñÿ öèôðó. Òàêèì îáðàçîì, 3 · 2 · 1 = 6, P3 = 3! = 6.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 75. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûëîæèòü â ðÿä áåëûé, ÷åð-
íûé, çåëåíûé è ñèíèé øàðèêè?

Çàäà÷à 76. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâ èç 6 ðàçëè÷íûõ áóêâ?

Ïðèìåð 40. À ñêîëüêî ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ñëîâà ÌÀÒÅÌÀ-

ÒÈÊÀ?

Ðåøåíèå. Â ýòîì ñëîâå åñòü îäèíàêîâûå áóêâû: 3 áóêâû À; 2 áóêâû
Ì; 2 áóêâû Ò.

Íà âðåìÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå áóêâû ðàçíûå, òîãäà ïîëó÷èòñÿ 10!
ðàçíûõ ñëîâ. Íî â ýòîì ñëó÷àå ïîäñ÷èòàíû è òå èñõîäû, êîãäà ïðî-
ñòî ïåðåñòàâèëè òîëüêî, íàïðèìåð, áóêâû À ìåñòàìè � ñïîñîá áûë
ïîñ÷èòàí, à ñëîâî ïîëó÷èòñÿ îäíî è òî æå.

Çíà÷èò, íàì íóæíî èñêëþ÷èòü ýòè èñõîäû, òîãäà ïîëó÷èì ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ñëîâ ðàâíîå 10!

3!2!2! .

Çàäà÷à 77. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâ èç ÌÅÄÈÀÍÀ è ÏÀ-
ÐÀÁÎËÀ?

Çàäà÷à 78. Äâåñòè ñîëäàò ñòðîÿòñÿ â øåðåíãó. Ñêîëüêî èìååòñÿ ñïî-
ñîáîâ ýòî ñäåëàòü?

Çàäà÷à 79. Ó ìàìû åñòü òðè øîêîëàäêè: ¾Ìàðñ¿, ¾Áàóíòè¿ è ¾Ñíè-
êåðñ¿. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäàòü øîêîëàäêè, åñëè ó íå¼
òðîå äåòåé, íî ¾Ìàðñ¿ íå äîñòàíåòñÿ ñòàðøåìó?

Çàäà÷à 80. Íàäî ïîñëàòü 6 ñðî÷íûõ ïèñåì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî
ìîæíî ñäåëàòü, åñëè èñïîëüçîâàòü òð¼õ ñðî÷íûõ êóðüåðîâ?
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Çàäà÷à 81. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñåëèòü 7 ñòóäåíòîâ â òðè
êîìíàòû: îäíîìåñòíóþ, äâóõìåñòíóþ è ÷åòûðåõìåñòíóþ?

Îïðåäåëåíèå. Ðàçìåùåíèÿìè íàçûâàþò êîìáèíàöèè, ñîñòàâëåííûå
èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ â êàæäîì, êîòîðûå îòëè-
÷àþòñÿ ëèáî ýëåìåíòàìè, ëèáî èõ ïîðÿäêîì

×èñëî âîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé: Am
n = n(n− 1)(n− 2) · · · (n−m+ 1).

Ïðèìåð 41. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü äâóõçíà÷íûõ ÷èñåë èç öèôð 1,
2, 3, 4, 5, 6?

Ðåøåíèå. Âîçüìåì ïåðâîé åäèíèöó, ñ íåé ìîæíî ñîñòàâèòü ÷èñëà 12,
13, 14, 15, 16, íî åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè öèôðû, òî ïîëó÷èì äðóãèå
äâóçíà÷íûå ÷èñëà: 21, 31, 41, 51, 61.

Òåïåðü ñ ïåðâîé äâîéêîé è òàê äàëåå.

Ïîëó÷èì 5 · 2 + 4 · 2 + 3 · 2 + 2 · 2 + 1 · 2 = 30. À ìîæíî ïî ôîðìóëå:
A2

6 = 6 · 5 = 30.

Çàäà÷à 82. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ öèôðà
äåñÿòêîâ è öèôðà åäèíèö ðàçëè÷íû è íå÷åòíû?

Îïðåäåëåíèå. Ñî÷åòàíèÿìè íàçûâàþò êîìáèíàöèè, ñîñòàâëåííûå èç
n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî m â êàæäîì, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ õîòÿ áû
îäíèì ýëåìåíòîì.

Ïðè ïîäñ÷åòå ñî÷åòàíèé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ íå âàæåí. Cm
n = n!

m!(n−m)! ,

C1
n = n, Cn

n = 1, C0
n = 1. ×èòàåòñÿ ¾÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî

m¿.

Ïðèìåð 42. Èç êëàññà, â êîòîðîì 30 ÷åëîâåê, íóæíî âûáðàòü äâîèõ
øêîëüíèêîâ äëÿ äåæóðñòâà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå. Ïåðâîãî ó÷åíèêà ìîæíî âûáðàòü 30 ñïîñîáàìè. Âòîðîãî,
íåçàâèñèìî îò âûáîðà ïåðâîãî ó÷åíèêà, � 20 ñïîñîáàìè. Ïðè ýòîì
êàæäàÿ ïàðà ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû. Ïîýòîìó îòâåò: 30·29

2 = 435 ñïî-
ñîáîâ.

À òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî íóæíî âûáðàòü íå äâà ó÷åíèêà, à 12. Òîãäà
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ýòî ëåãêî ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå ñî÷åòàíèé:

C12
30 =

30!

12!18!
=

1 · 2 · 3 · · · 30
1 · 2 · · · 12 · 1 · 2 · · · 18

=
19 · 20 · · · 30
1 · 2 · · · 12

= 19·7·23·25·13·3·29.

Ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé âèäà Ck
n = n(n−1)···(n−k+1)

k! â ýòîé ôîð-
ìóëå ÷èñëèòåëü � ýòî ÷èñëî ðàçìåùåíèé Ak

n.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÷èñëà ñî÷åòàíèé:

• Cn−k
n = Ck

n;
• Ck

n+1 = Ck
n + Ck−1

n .

Ïðèìåð 43. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 4 öâåòíûõ êàðàí-
äàøà èç 7 ðàçëè÷íûõ?

Ðåøåíèå. Âûáèðàåì 4 èç 7 � ÷èñëî ñî÷åòàíèé C4
7 = 7·6·5·4

1·2·3·4 = 35.

Îòâåò: 35 ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 44. Ó øêîëüíèêà åñòü 6 êíèã ïî ìàòåìàòèêå, à ó äðóãîãî
øêîëüíèêà � 8 êíèã. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò îáìåíÿòü òðè
êíèãè îäíîãî íà 3 êíèãè äðóãîãî?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé øêîëüíèê ìîæåò âûáðàòü 3 êíèãè èç 6 äëÿ îáìå-
íà, òî åñòü C3

6 = 6·5·4
1·2·3 = 20 ñïîñîáàìè, à âòîðîé � C3

8 = 8·7·6
1·2·3 = 56

ñïîñîáàìè. Òàêèì îáðàçîì, 20 · 56 = 1120 âàðèàíòîâ.

Ïðèìåð 45. Â ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå çàíèìàëèñü 2 äåâî÷êè è 8
ìàëü÷èêîâ. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî áîÿ íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü êîìàíäó
èç 4 ÷åëîâåê, â êîòîðîé îáÿçàòåëüíî äîëæíà âõîäèòü õîòÿ áû îäíà
äåâî÷êà.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå. Â êîìàíäó âõîäÿò ëèáî îäíà äåâî÷êà è 3 ìàëü÷èêà, ëèáî 2
äåâî÷êè è äâà ìàëü÷èêà. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Â êîìàíäå 1 äåâî÷êà è òðè ìàëü÷èêà. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âçÿòü
îäíó äåâî÷êó è òð¼õ ìàëü÷èêîâ C1

2 ·C3
8 = 2· 8·7·61·2·3 = 2·8·7 = 112 ñïîñîáîâ

âçÿòü îäíó äåâî÷êó è òðè ìàëü÷èêà.

Â êîìàíäå 2 äåâî÷êè è 2 ìàëü÷èêà. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âçÿòü
äâóõ äåâî÷åê è äâóõ ìàëü÷èêîâ C2

2 · C2
8 = 1 · 7·81·2 = 28.
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Òîãäà ïî ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ ïîëó÷èì 112 + 28 = 140.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 83. Íà ïëîñêîñòè ëåæàò 10 òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå òðè èç
íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ
âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ?

Çàäà÷à 84. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 4 äåëåãàòà íà êîí-
ôåðåíöèþ èç 15 ÷åëîâåê?

Çàäà÷à 85. Èç 5 ìàòåìàòèêîâ è 4 ôèçèêîâ íàäî ñîñòàâèòü êîìèññèþ,
ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ìàòåìàòèêîâ è îäíîãî ôèçèêà. Ñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Çàäà÷à 86. Â ÿùèêå 15 øàðîâ: 7 êðàñíûõ è 8 áåëûõ. Ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè ìîæíî âûòÿíóòü 2 êðàñíûõ è 1 áåëûé øàð?

Çàäà÷à 87. Â êëàññå 11 ìàëü÷èêîâ è 13 äåâî÷åê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî âûáðàòü äâóõ ÷åëîâåê, íî òîëüêî îäíîãî ïîëà?

Çàäà÷à 88. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ
íà 5?

Çàäà÷à 89. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû
(36 êàðò) 10 êàðò òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûë ðîâíî îäèí òóç?

Çàäà÷à 90. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïî
òðè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ öèôðû?

Ïðèíöèï Äèðèõëå

Ïðèíöèï Äèðèõëå ïîìîãàåò ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ëîãè÷åñêèõ è êîì-
áèíàòîðíûõ çàäà÷. Åãî ñôîðìóëèðîâàë íåìåöêèé ìàòåìàòèê Äèðèõë�e
(1805�1859). Ïðèíöèï óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó îáúåêòàìè (¾êðîëè-
êàìè¿) è êîíòåéíåðàìè (¾êëåòêàìè¿) ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåë¼ííûõ
óñëîâèé. Ïðèíöèï Äèðèõëå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü â n êëåòêàõ ñèäèò íå ìåíüøå, ÷åì n+1 êðîëèêîâ. Òîãäà íàéä¼ò-
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ñÿ êëåòêà, â êîòîðîé ñèäèò íå ìåíüøå äâóõ êðîëèêîâ. Ýòî óòâåðæäåíèå
ïîìîãàåò â ðåøåíèè ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷. Ãëàâíîå ïîíÿòü, ÷òî åñòü â
äåííîé çàäà÷å êëåòêà, à ÷òî � êðîëèêè.

Ïðèìåð 46. Ïÿòü äåâî÷åê ñúåëè 6 êîíôåò. (Êîíôåòû íå äåëèëèñü íà
÷àñòè.) Äîêàæèòå, ÷òî åñòü äåâî÷êà, êîòîðàÿ ñúåëà ïî êðàéíåé ìåðå 2
êîíôåòû.

Ðåøåíèå. Ðîëü êëåòîê èãðàþò äåâî÷êè, à ðîëü êðîëèêîâ � êîíôåòû.
¾Êëåòîê¿ � 5, à ¾êðîëèêîâ¿ � 6. Òîãäà ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéä¼òñÿ
îäíà äåâî÷êà, ñúåâøàÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâå êîíôåòû.

Ïðèìåð 47. Â êëàññå 26 ÷åëîâåê. Âî âðåìÿ äèêòàíòà îäèí ó÷åíèê ñäå-
ëàë 12 îøèáîê, à îñòàëüíûå � ìåíüøå. Äîêàæèòå, ÷òî â êëàññå íàé-
ä¼òñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 3 ó÷åíèêà, ñäåëàâøèå îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
îøèáîê.

Ðåøåíèå. Äâàäöàòü ïÿòü ó÷åíèêîâ ñäåëàëè îò 0 äî 11 îøèáîê � âñåãî
12 âîçìîæíîñòåé. Åñëè â êëàññå íåò òð¼õ ÷åëîâåê, ñäåëàâøèõ îäèíà-
êîâîå êîëè÷åñòâî îøèáîê, òî êàæäóþ èç ýòèõ 12 âîçìîæíîñòåé îñóùå-
ñòâèëî íå áîëåå äâóõ ÷åëîâåê. Òî åñòü âñåãî îò 0 äî 11 îøèáîê ñäåëàëè
24 ó÷åíèêà. Íî ó íàñ 25 ó÷åíèêîâ!

Ïðèìåð 48. Â ÿùèêå ëåæàò íîñêè äâóõ ðàçíûõ öâåòîâ: ÷¼ðíîãî è
áåëîãî. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî íîñêîâ íóæíî âûòàùèòü èç ÿùèêà,
÷òîáû ñðåäè íèõ çàâåäîìî îêàçàëîñü äâà íîñêà îäíîãî öâåòà?

Ðåøåíèå. Äîñòàíåì 3 íîñêà. Åñëè áû ñðåäè ýòèõ íîñêîâ áûëî áû íå
áîëåå îäíîãî íîñêà êàæäîãî èç äâóõ öâåòîâ, òî âñåãî áûëî áû íå áîëåå
äâóõ íîñêîâ. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ìû äîñòàëè òðè íîñêà.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî òð¼õ íîñêîâ äîñòàòî÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîíÿòíî,
÷òî äâóõ íîñêîâ ìîæåò è íå õâàòèòü. ßñíî, ÷òî ¾êðîëèêàìè¿ çäåñü
ÿâëÿþòñÿ íîñêè, à ¾ÿùèêàìè¿ � öâåòà: ÷¼ðíûé è áåëûé.

Ïðèìåð 49. Â êëàññå 15 ó÷åíèêîâ. Íàéä¼òñÿ ëè ìåñÿö, â êîòîðîì
îòìå÷àþò ñâîè äíè ðîæäåíèÿ íå ìåíüøå, ÷åì 2 ó÷åíèêà ýòîãî êëàññà?

Ðåøåíèå. Âñåãî â ãîäó 12 ìåñÿöåâ, à ó÷åíèêîâ � 15. Çäåñü ¾êðîëèêè¿
� ýòî ó÷åíèêè, à ¾êëåòêè¿ � ýòî ìåñÿöà. Òàê êàê 15 > 12, òî íàéä¼òñÿ
íå ìåíåå äâóõ ó÷åíèêîâ, îòìå÷àþùèõ ñâîé äåíü ðîæäåíèÿ â îäíîì
ìåñÿöå, òî åñòü â îäíîé ¾êëåòêå¿ áóäåò íå ìåíåå äâóõ ¾êðîëèêîâ¿.
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Ïðèìåð 50. Â ëåñó ðàñòåò ìèëëèîí ¼ëîê. Èçâåñòíî, ÷òî íà êàæäîé
¼ëêå íå áîëåå øåñòèñîò òûñÿ÷ èãîëîê. Äîêàæèòå, ÷òî â ëåñó íàéäóòñÿ
äâå ¼ëêè ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì èãîëîê.

Ðåøåíèå. Ìèëëèîí ¼ëîê � ýòî ¾êðîëèêè¿. Èãîëêè � ýòî ¾êëåòêè¿.
Òîãäà:

0 èãîëîê � 1 ¾êëåòêà¿;
1 èãîëêà � 2 ¾êëåòêè¿;

...
600000 èãîëîê � 600001 ¾êëåòêà¿.

¾Êëåòîê¿ � 600001. Êàæäûé ¾êðîëèê¿�¼ëêà ñàæàåòñÿ â êëåòêó ñ íî-
ìåðîì, ðàâíûì êîëè÷åñòâó èãîëîê íà ýòîé ¼ëêå. Òàê êàê ¾êðîëèêîâ¿
ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì êëåòîê, òî â êàêîé-òî êëåòêå ñèäèò ïî êðàéíåé
ìåðå äâà ¾êðîëèêà¿: åñëè áû â êàæäîé ñèäåëî íå áîëåå îäíîãî, òî
âñåãî ¾êðîëèêîâ¿�¼ëîê áûëî áû íå áîëåå 600001 øòóê. Íî åñëè äâà
¾êðîëèêà¿�¼ëêè ñèäÿò â îäíîé ¾êëåòêå¿, òî êîëè÷åñòâî èãîëîê ó íèõ
îäèíàêîâîå.

Óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 91. Â ÿùèêå ëåæàò êðàñíûå, ñèíèå è çåë¼íûå êàðàíäàøè. Êà-
êîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êàðàíäàøåé íàäî âûíóòü, ÷òîáû ñðåäè âçÿòûõ
îáÿçàòåëüíî áûëè êàðàíäàøè îäíîãî öâåòà?

Çàäà÷à 92. Â Ìîñêâå 12 ìèëëèîíîâ æèòåëåé. Äîêàæèòå, ÷òî ó êàêèõ-
òî äâóõ èç íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî âîëîñ íà ãîëîâå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
ó ëþáîãî ÷åëîâåêà íà ãîëîâå ìåíåå ìèëëèîíà âîëîñ.

Çàäà÷à 93. Âåðøèíû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàñêðàøåíû â êðàñíûé, ñè-
íèé è çåë¼íûé öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ äèàãîíàëü èëè ñòîðîíà,
ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíû îäíîãî öâåòà.

Çàäà÷à 94. Â óåçäíîì ãîðîäå N ïÿòü ìèëëèîíîâ æèòåëåé è 20 àä-
ìèíèñòðàòèâíûõ ðàéîíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî èìååòñÿ ðàéîí, â êîòîðîì
ïðîæèâàåò íå ìåíåå 250 òûñÿ÷ ÷åëîâåê.

Çàäà÷à 95. Â êëàññå 25 ÷åëîâåê. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ 7 ó÷àùèõñÿ,
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èìåþùèõ îäèíàêîâóþ ÷åòâåðòíóþ îöåíêó ïî àëãåáðå.

Çàäà÷à 96. Äàíî 12 öåëûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âû-
áðàòü 2, ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 11.

Çàäà÷à 97. Äàíî 15 öåëûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âû-
áðàòü äâà ÷èñëà òàêèõ, ÷òî:

• îíè èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 14;
• èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 14.

Çàäà÷à 98. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé êîìïàíèè èç 6 ÷åëîâåê åñòü äâîå,
èìåþùèõ â ýòîé êîìïàíèè îäèíàêîâîå ÷èñëî çíàêîìûõ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íàì ïîìîãàåò îáîáù¼ííûé ïðèíöèï Äèðèõëå.

Åñëè â N êëåòêàõ ñèäÿò íå ìåíåå kN + 1 êðîëèêîâ, òî â êàêîé-òî èç
êëåòîê ñèäèò ïî êðàéíåé ìåðå k + 1 êðîëèê.

Ïðèìåð 51. Â ìàãàçèí ïðèâåçëè 25 ÿùèêîâ ñ òðåìÿ ðàçíûìè ñîðòàìè
ÿáëîê (â êàæäîì ÿùèêå ÿáëîêè òîëüêî îäíîãî ñîðòà). Äîêàæèòå, ÷òî
ñðåäè íèõ åñòü ïî êðàéíåé ìåðå 9 ÿùèêîâ, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ÿáëîêè
îäíîãî è òîãî æå ñîðòà.

Ðåøåíèå. Ðàññàäèì 25 ÿùèêîâ�¾êðîëèêîâ¿ ïî òðåì ¾êëåòêàì¿�ñîðòàì.
Òàê êàê 25 = 3 · 8 + 1, òî ïðèìåíèì ¾îáîáù¼ííûé ïðèíöèï Äèðèõëå¿
äëÿ N = 3, k = 8 è ïîëó÷àåì, ÷òî â êàêîé-òî ¾êëåòêå¿�ñîðòå íå ìåíåå
9 ÿùèêîâ�¾êðîëèêîâ¿.

Çàäà÷à 99. Â ñòðàíåmôóòáîëüíûõ êîìàíä (ïî 11 ôóòáîëèñòîâ â êàæ-
äîé êîìàíäå). Âñå ôóòáîëèñòû ñîáðàëèñü â àýðîïîðòó äëÿ ïîåçäêè â
äðóãóþ ñòðàíó íà ìàò÷. Ñàìîëåò ñäåëàë 10 ðåéñîâ, ïåðåâîçÿ êàæäûé
ðàç ïî m ïàññàæèðîâ. Åùå îäèí ôóòáîëèñò ïðèëåòåë íà ìàò÷ íà ìàò÷
íà âåðòîëåòå. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíà êîìàíäà áûëà öåëèêîì äî-
ñòàâëåíà â äðóãóþ ñòðàíó.

Çàäà÷à 100. 15 îáåçüÿí ñîáðàëè 100 áàíàíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-
ëèáî äâå îáåçüÿíû ñîáðàëè îäèíàêîâîå ÷èñëî áàíàíîâ.
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