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Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè äàåòñÿ îáçîð ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèåìîâ è ìåòî-
äîâ, èñïîëüçóþùèõñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî ôèçèêå, ñ ïðèìåðàìè ðå-
øåíèÿ îëèìïèàäíûõ çàäà÷ ñ ìóíèöèïàëüíîãî è ðåãèîíàëüíîãî ýòàïîâ
Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå.

Êíèãà ïðåäíàçíà÷àåòñÿ ó÷àùèìñÿ 8�11 êëàññîâ øêîë ñ óãëóáëåííûì
èçó÷åíèåì ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, ó÷èòåëÿì ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, ðó-
êîâîäèòåëÿì êðóæêîâ è ôàêóëüòàòèâîâ ïî ôèçèêå, à òàêæå âñåì ëþ-
äÿì, óâëåêàþùèìñÿ ôèçèêîé.

ßâîðñêèé Âëàäèñëàâ Àíòîíîâè÷, êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, äîöåíò êàôåäðû îáùåé ôèçèêè ÌÔÒÈ.
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4 Ââåäåíèå

Ââåäåíèå

Íàóêè äåëÿòñÿ íà åñòåñòâåííûå, íååñòåñòâåííûå è ïðîòèâîåñòåñòâåííûå.
Ë.Ä. Ëàíäàó

. . . è ñâåðõåñòåñòâåííûå (ìàòåìàòèêà)
Íåèçâåñòíûé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåé ôèçèêè ÌÔÒÈ

Êòî ÿ � ôèçèê èëè ìàòåìàòèê? Ýòîò âîïðîñ ñåáå çàäàþò ìíîãèå
øêîëüíèêè, ðàçìûøëÿÿ î áóäóùåé ïðîôåññèè, î ëþáèìîì ïðåäìåòå
èëè îá ó÷àñòèè â îëèìïèàäàõ. Áîëåå òîãî, î ñâÿçÿõ è ðàçëè÷èÿõ ìåæ-
äó ôèçèêîé è ìàòåìàòèêîé ðàçìûøëÿëè è ïèñàëè ìíîãèå èçâåñòíûå
ó÷¼íûå � ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, ôèëîñîôû, ïåäàãîãè.

À ðàç ïèñàëè � äîáðî ïîæàëîâàòü â ïîèñêîâûå ñèñòåìû â Èíòåðíåò.
Çäåñü æå äàäèì êðàòêóþ âûæèìêó èç îïðåäåëåíèé è ñâîéñòâ ýòèõ
íàóê.

Ôèçèêà èçó÷àåò ðåàëüíûé ìèð. Ïîñêîëüêó îí áåñêîíå÷íî ñëîæåí, èìå-
åò îãðîìíîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî ãëàâíûìè öåëÿìè ôèçèêè
ÿâëÿþòñÿ óïðîùåíèå ñèñòåìû, âûäåëåíèå å¼ çíà÷èìûõ íàáëþäàåìûõ
ïàðàìåòðîâ è îïðåäåëåíèå âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íèìè. Êàê ãîâîðèë
Ë.Ä. Ëàíäàó: ¾Ãëàâíîå â ôèçèêå � ýòî óìåíèå ïðåíåáðåãàòü!¿. Íà-
ïðèìåð, ïðè ðåøåíèè øêîëüíîé çàäà÷è î ïîë¼òå êàìíÿ ïîä óãëîì ê
ãîðèçîíòó ìû ïðåíåáðåãàåì êó÷åé ïàðàìåòðîâ: ðàçìåðàìè è ôîðìîé
êàìíÿ, ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà, øàðîîáðàçíîñòüþ è âðàùåíèåì Çåì-
ëè, è ò. ä., ñâîäÿ çàäà÷ó ê äâèæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â îäíîðîäíîì
ïîëå òÿæåñòè. Åñòåñòâåííî, ýòî ðåøåíèå âðÿä ëè áóäåò ïðèìåíèìî, íà-
ïðèìåð, ïðè ðàñ÷¼òàõ ñòðåëüáû èç ðåàëüíûõ ïóøåê � òàì ïðèä¼òñÿ
èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü, ðåøåíèå êîòîðîé îôîðìëåíî â
ôîðìå àðòèëëåðèéñêèõ òàáëèö.

Ìàòåìàòèêà èìååò äåëî ñ àáñòðàêòíûìè ìîäåëÿìè è îáúåêòàìè, ïîëó-
÷åííûìè èç ôèçèêè. È íå òîëüêî èç ôèçèêè � îäíî è òî æå óðàâíåíèå
ìîæåò îïèñûâàòü ìîäåëè â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ çíàíèé. Íàïðè-
ìåð, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö â ãàçå ïðèìåíèìà
äëÿ ðàñ÷¼òà ñêîðîñòåé õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ýïèäåìèè è ò. ä.

Ìàòåìàòèêà � ýòî íàóêà îá àáñòðàêòíûõ ñòðóêòóðàõ, è ÷èñëà � ýòî
òîëüêî îäíà èç ìíîæåñòâà èíòåðåñíåéøèõ ñòðóêòóð, êîòîðûìè çàíè-
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ìàþòñÿ ìàòåìàòèêè. Ýòè ñòðóêòóðû ïîçâîëÿþò ñîçäàòü ÿçûê îïèñà-
íèÿ ÿâëåíèé â ôèçè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ è èíûõ ñèñòå-
ìàõ, ïîçâîëÿÿ ¾íà êîí÷èêå ïåðà¿ ïðåäñêàçàòü íîâûå ñâîéñòâà èëè ýô-
ôåêòû, äåëàÿ ìàòåìàòèêó óíèâåðñàëüíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ
åñòåñòâåííûõ íàóê.

Îäíàêî ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ñàìè ïî ñåáå íå èìåþò îòíîøåíèÿ
ê ñâîéñòâàì îêðóæàþùåãî ìèðà, ýòî ÷èñòî ëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.
Îíè ïðèîáðåòàþò ñìûñë ôèçè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, òîëüêî êîãäà ïðè-
ìåíÿþòñÿ ê ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì. Êàê ýòî óæå ÷àñòî ñëó-
÷àëîñü, äëÿ îäíèõ è òåõ æå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ðàçíûìè ó÷¼íûìè
ñîçäàâàëîñü íåñêîëüêî ëîãè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷èâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé, è òîëüêî ýêñïåðèìåíò ïîçâîëÿë äåëàòü âûáîð â ïîëüçó îäíîé
èç íèõ. Èòàê, ôèçèêà è ìàòåìàòèêà � ýòî ðàçíûå íàóêè, ñ ðàçíûìè
ïîäõîäàìè ê èçó÷àåìûì îáúåêòàì, íî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñîâìåñòíîãî
ïðèìåíåíèÿ äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Ôèçèêà è ìàòåìàòèêà â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå

Ìàòåìàòèêà � êîðîëåâà è ñëóæàíêà íàóê.
Ýðèê Òåìïë Áåëë

Äàâàéòå çàäóìàåìñÿ: à ïî÷åìó ôèçèêó íà÷èíàþò ó÷èòü òîëüêî â
7 êëàññå, à íå ñ 1 êëàññà? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ äàâàéòå ïî-
ñìîòðèì íà íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå, êîòîðûå
èçó÷àþò â øêîëå è òåõíè÷åñêîì âóçå:

� 1 êëàññ: 1 + 1 = 2;
� 7�8 êëàññ: S = v · t, m = ρ · V ;
� 9 êëàññ:

#�

F = −kq1q2
r2

#�r

r
;

� 10 êëàññ: vñê =

√
3RT

µ
;

� 11 êëàññ: a = x′′ = −Xmω
2 sin(ωt+ ϕ0);

� 1 êóðñ: P (x1 6 x 6 x2) =
1

2

[
erf

(
x2√
2σ

)
− erf

(
x1√
2σ

)]
;

� 4 êóðñ:

(
i
∂

∂t
− qϕ

)2

− c2(σ̂σσ,(p̂− αqA))2 = m2c4.
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Âûâîä: äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè íåîáõîäèì îïðåäå-
ëåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Ïðè íåäîñòàòî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ïîäãîòîâêå ïðè ðåøåíèè îëèìïèàäíûõ è íå òîëüêî çàäà÷ ïî ôèçèêå íà-
÷èíàþò âîçíèêàòü ïðîáëåìû ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïëàíà � øêîëü-
íèêè íå ìîãóò ïðàâèëüíî ïîñ÷èòàòü óãîë ñòîëêíîâåíèÿ øàðîâ, íàéòè
ìàêñèìóì ôóíêöèè â âèäå êâàäðàòè÷íîãî òðåõ÷ëåíà, âûðàçèòü äëÿ
äàííîé ôîðìóëû îäíó âåëè÷èíó ÷åðåç äðóãèå, è ò. ä.

Ó÷èòå ìàòåìàòèêó!

Îòëè÷èÿ ïðîôåññèîíàëüíîé ìàòåìàòèêè îò øêîëüíîé

Ðåøåíèå òðóäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìû ìîæíî ñðàâíèòü ñ âçÿòèåì êðåïîñòè.
Íàóì ßêîâëåâè÷ Âèëåíêèí

Îñåë, ãðóæåííûé çîëîòîì, âîçüì¼ò ëþáóþ êðåïîñòü.
Ôèëèïï II Ìàêåäîíñêèé

Ìàòåìàòèêà îêðóæàåò íàñ. Áûòîâàÿ òåõíèêà, êîìïüþòåðû, ïðèëîæå-
íèÿ äëÿ ñìàðòôîíîâ, òðàíñïîðò, ýëåêòðîñòàíöèè, æèëûå çäàíèÿ è
ïðåäïðèÿòèÿ � äëÿ èõ ïðîåêòèðîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè èñïîëüçîâàíû
ìàòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû. Ñ ñîçäàíèåì ÝÂÌ âñå ñëîæíûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå ðàñ÷åòû ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ. Ñîáñòâåííî
ðàáîòà ïðîôåññèîíàëüíîãî ôèçèêà èëè ìàòåìàòèêà çàêëþ÷àåòñÿ
â ñîçäàíèè ïîäõîäÿùåé ìîäåëè, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé äàííóþ
åñòåñòâåííóþ èëè èñêóññòâåííóþ ñèñòåìó, íàïèñàíèå ïðîãðàììû
äëÿ ÝÂÌ (10%), à ñëåäóþùèå 90% âðåìåíè óõîäèò íà ðàñ÷åòû íà
êîìïüþòåðå (èëè ôèêñèðîâàíèè ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ðåçóëüòàòîâ
íàáëþäåíèé èëè ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ) è àíàëèç ïîëó÷èâøèõñÿ
ðåçóëüòàòîâ (îïÿòü�òàêè ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà).

Ñðåäè ïðîôåññèîíàëüíûõ ôèçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ, ðåøàþùèõ ïðè-
êëàäíûå çàäà÷è, íå ïðîâîäÿòñÿ îëèìïèàäû. Èõ öåëü � áûñòðî è êà÷å-
ñòâåííî ñäåëàòü ïðîåêò, óëîæèâøèñü â óòâåðæäåííóþ ñìåòó ðàñõîäîâ.

Âîò íåêîòîðûå îòëè÷èÿ îò øêîëüíîé ìàòåìàòèêè (Â.Â. Ïîñìåòüåâ
¾Óëüòðàìàòåìàòèêà¿):

� ×èñëà íå öåëûå, à äðîáíûå ñ ìàíòèññîé è ïîðÿäêîì. Íàïðèìåð:
1,38 · 10−23 Äæ/Ê;
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� Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé è ôóíêöèè çàäàþòñÿ òàáëèöåé èç ÷èñåë.
Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ íåò íåïðåðûâíûõ è áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé. Èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðî-
èçâîäÿòñÿ ÷èñëåííî (áûñòðî è ìíîãî�ìíîãî ðàç);

� Ëþáàÿ èçìåðåííàÿ èëè ðàññ÷èòàííàÿ âåëè÷èíà èìååò ïîãðåø-
íîñòü, ò. å. ëåæèò â íåêîòîðîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé. Ñîîòâåòñòâåí-
íî äîïóñòèìû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ � ëèøü áû äëÿ
çàêàç÷èêà ðåçóëüòàò áûë ïðèåìëåì;

� Ïðàêòè÷åñêè íåò âû÷èñëåíèé â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Ìàòåìàòèê
ôîðìóëèðóåò è ïðîãðàììèðóåò çàäà÷è, à ðåøàåò èõ êîìïüþòåð;

� Íå ñóùåñòâóåò ãðàäàöèè îöåíîê ¾îòëè÷íî¿, ¾õîðîøî¿, è ò. ä. çà
÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäàíèé, êàê â øêîëå èëè â âóçå. Íå äàþò
çîëîòûå, ñåðåáðÿíûå è áðîíçîâûå ìåäàëè èëè äèïëîìû, êàê íà
ïðåäìåòíûõ øêîëüíûõ îëèìïèàäàõ. Ïðîåêò äîëæåí áûòü ñäåëàí
íà 100%, èíà÷å ñëåäóþò øòðàôíûå ñàíêöèè;

� Â îòëè÷èå îò êîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàííûõ øêîëüíûõ çàäà÷, â
ðåàëüíûõ ïðîåêòàõ åñòü òîëüêî ïðîáëåìà. Èñõîäíî íåèçâåñòíû
íè ìåòîäû, íè òðåáóåìûå èñõîäíûå äàííûå, è äàæå ðåøèòñÿ ëè
äàííàÿ ïðîáëåìà;

� Â øêîëå ðåøåíèå çàäà÷è îêàí÷èâàåòñÿ îòâåòîì. Èññëåäîâàòåëü-
ñêàÿ çàäà÷à èëè ïðîåêò ïîñëå ýòîãî òîëüêî íà÷èíàþòñÿ: êàê âõîä-
íûå ïàðàìåòðû âëèÿþò íà ðåçóëüòàò? Êàêèå íàáîðû çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè äëÿ ðàçíûõ ðåæèìîâ ðàáîòû
óñòàíîâêè?

� Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïðàêòè÷åñêè íåò ëîãè÷åñêèõ äîêàçà-
òåëüñòâ è âûâîäîâ. Íåò íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îäíîé è
òîé æå çàäà÷è. Ïîòðåáèòåëåé èíòåðåñóåò áûñòðîå ïîëó÷åíèå
êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà;

� Íåò çàïðåòà íà èñïîëüçîâàíèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ÿçûêîâ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íåò çàïðåòà íà ïîèñê îòâåòîâ è ïîäõîäÿùèõ
ìåòîäîâ â Èíòåðíåò, â êíèãàõ, ñïðàâî÷íèêàõ, íàó÷íûõ ñòàòüÿõ.
Íåò çàïðåòà íà ïîìîùü è êîíñóëüòàöèþ äðóãèõ ëþäåé, ëó÷øå
ðàçáèðàþùèõñÿ â îáëàñòè çíàíèé, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ïðîåêò;

� Íåò êîíòðîëüíûõ, ïîâòîðåíèÿ, íîâûõ òåì. Ðåàëèçàöèÿ ïðîåê-
òîâ � äîâîëüíî îäíîîáðàçíûé è ìîíîòîííûé òðóä. ×òî ïîçâî-
ëÿåò åãî îïòèìèçèðîâàòü è ñäåëàòü ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíûì
è ïðîèçâîäèòåëüíûì.
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Ñîâðåìåííûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷
îðèåíòèðîâàíû íà ìîùíûå êîìïüþòåðû (ñóïåðêîìïüþòåðû). Ïîæà-
ëóé, ýòîìó ñòîèò íà÷èíàòü ó÷èòüñÿ óæå â øêîëå.

Âû÷èñëèòåëüíîå ìîäåëèðîâàíèå

Ðàáîòàåò? Íå òðîãàé.
Íåèçâåñòíûé ïðîãðàììèñò

Êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå, ýêñïåðèìåíò � ýòî îñíîâà ïðîâåðêè æèç-
íåñïîñîáíîñòè ôèçè÷åñêîé òåîðèè. Íî ÷òî äåëàòü, åñëè ýêñïåðèìåíò
íåëüçÿ ïðîâåñòè? Äëÿ ýòîãî ìîãóò áûòü íåñêîëüêî ïðè÷èí:

� Ýêñïåðèìåíò íåâîçìîæåí òåõíè÷åñêè;
� Ýêñïåðèìåíò ñëèøêîì äîðîã;
� Ýêñïåðèìåíò íàðóøàåò ýòè÷åñêèå íîðìû èëè íåñåò ñóùåñòâåí-
íûå ðèñêè äëÿ ýêîëîãèè, ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, îáúåêòîâ èññëåäî-
âàíèÿ, è ò. ä.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ëèáî îãðàíè÷èâàþòñÿ íàáëþäåíèåì åñòåñòâåííûõ ñî-
áûòèé, ëèáî ïðèáåãàþò ê âû÷èñëèòåëüíîìó ìîäåëèðîâàíèþ.

Îäíèì èç ìîùíûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìîëåêóëÿð-
íîé äèíàìèêè, îñíîâàííûé íà ðàçáèåíèè ñëîæíîé ñèñòåìû íà ýëåìåí-
òàðíûå ñîñòàâëÿþùèå îáúåêòû è èçó÷åíèè âðåìåííîé ýâîëþöèè ñèñòå-
ìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ îáúåêòîâ ÷åðåç èíòåãðèðîâàíèå èõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî
îáúåêòà (÷àñòèöû) çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (2�é çàêîí Íüþ-
òîíà), â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî â âèäå âåêòîðíîé ñóììû ñèë ó÷òåíû
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè â âèäå íåêîòîðîãî ïîòåíöèàëà.
Ïîñêîëüêó ÷àñòèö ìíîãî, òàêèõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî òîæå ìíî-
ãî, è ñóùåñòâóþò êàê ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû è ïðîãðàììíûå ïàêåòû
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé, òàê è ñóïåðêîìïüþòåðû, ïðè-
ìåíÿþùèåñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Â ÷àñòíîñòè, îæèäàåòñÿ, ÷òî óæå â 2018 ãîäó áóäåò ñîçäàí ñóïåðêîì-
ïüþòåð ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ áîëåå 1 ýêñàôëîïñ (âûïîëíÿþùèé áîëåå
1018 îïåðàöèé ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé â ñåêóíäó). Äëÿ ñðàâíåíèÿ, 8�
ïîòîêîâûé ïðîöåññîð Intel core i7 èìååò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïîðÿäêà
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100 ãèãàôëîïñ (1011 îïåðàöèé â ñåêóíäó), à ãðàôè÷åñêèå àäàïòåðû
NVidia ìîãóò äîñòèãàòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòè 10 òåðàôëîïñ (1013 îïå-
ðàöèé â ñåêóíäó), ÷òî â ñî÷åòàíèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîãðàììíûì
îáåñïå÷åíèåì CUDA äåëàþò èõ ïðèâëåêàòåëüíûìè äëÿ ñîçäàíèÿ äî-
ìàøíèõ êîìïàêòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ öåíòðîâ.

Ðèñ. 1

1 ýêñàôëîïñ � ìíîãî ýòî èëè ìàëî äëÿ ðåøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè? Ïðè ó÷¼òå ïîïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé,
ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàâèñèò îò êâàäðàòà ÷èñëà ÷àñòèö, ò. å. íà òåêó-
ùèé ìîìåíò ìû ìîæåò â ðåàëüíîì âðåìåíè ìîäåëèðîâàòü ñèñòåìû èç
ïðèìåðíî 108 − 109 ÷àñòèö. À âåäü â îäíîì ìîëå âåùåñòâà ÷èñëî ìî-
ëåêóë ðàâíî NA = 6,02 · 1023! Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîêàðèîòè÷åñêàÿ
êëåòêà èìååò õàðàêòåðíûé îáúåì 1 ìêì3, â êîòîðîì ñäåðæèòñÿ ïîðÿä-
êà 1010 − 1011 àòîìîâ. Òàê ÷òî â òå÷åíèå 5 − 10 ëåò ìîæíî îæèäàòü
âïå÷àòëÿþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ æèçíåäåÿòåëüíîñòè îð-
ãàíèçìîâ íà êëåòî÷íîì óðîâíå.
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Òåìàòè÷åñêèå çàäà÷è

Ïîäîáèå ôèãóð, ïðîöåíòû

Çàäà÷à 8.1[10]. Â ÿùèê ñ æ¼ñòêèìè ñòåíêàìè, èìåþùèé ôîðìó êóáà
îáú¼ìîì 1 ì3 è ìàññîé 300 êã, íàñûïàëè ñòàëüíûå øàðû äèàìåòðîì
20 ìì è ïëîòíîñòüþ 7800 êã/ì3. Çàòåì ÿùèê ïîòðÿñëè è äîáàâèëè â
íåãî ñòîëüêî øàðîâ, ÷òî áîëüøå óæå íå ïîëó÷àåòñÿ çàñóíóòü íè îäíî-
ãî øàðà (òî åñòü ïîëó÷èëàñü ìàêñèìàëüíî ïëîòíàÿ óïàêîâêà øàðîâ â
ÿùèêå). Ñóììàðíàÿ ìàññà øàðîâ è ÿùèêà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé 6072 êã.
Äàëåå â ýòîò æå ÿùèê ñ øàðàìè äîñûïàëè åù¼ ìåëêèõ øàðèêîâ äèà-
ìåòðîì 1 ìì, ñäåëàííûõ èç òîãî æå ìàòåðèàëà, è ñíîâà ¾óòðÿñëè¿
ÿùèê äî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî çàïîëíåíèÿ, äîñûïàÿ ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ìåëêèå øàðèêè. Îöåíèòå, êàêîé ïîñëå ýòîãî ñòàëà ñóììàðíàÿ
ìàññà ÿùèêà ñ øàðàìè è ñ øàðèêàìè.

Ðåøåíèå. Ìàññà íàñûïàííûõ â ÿùèê êðóïíûõ øàðîâ ðàâíà 5772 êã, à
çàíèìàåìûé èìè îáú¼ì ðàâåí (5772 êã)/(7800 êã/ì3) = 0,74 ì3. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîñëå çàïîëíåíèÿ ÿùèêà êðóïíûìè øàðàìè ìåòàëë çàíèìà-
åò òîëüêî 740 ëèòðîâ èç 1000 (74%). Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü îáú¼ìà ÿùèêà
(260 ëèòðîâ) çàïîëíåíà âîçäóõîì. Òàê êàê äèàìåòð ìàëåíüêîãî øàðè-
êà â 20 ðàç ìåíüøå äèàìåòðà áîëüøîãî øàðà (à îáú¼ì � â 8000 ðàç),
òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðàçíîñòüþ êðèâèçíû ñòåíîê ÿùèêà è ïîâåðõíî-
ñòè áîëüøèõ øàðîâ è ñ÷èòàòü, ÷òî ìàëåíüêèå øàðèêè çàñûïàþòñÿ â
ïóñòîé ÿùèê îáú¼ìîì 260 ëèòðîâ. Ïîñëå çàñûïàíèÿ â ÿùèê ìåëêèõ øà-
ðèêîâ, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, 74% îò 260 ëèòðîâ îêàæóòñÿ
çàïîëíåííûìè ìåòàëëîì. Òî åñòü ñóììàðíàÿ ìàññà ÿùèêà ñ øàðàìè è
ñ øàðèêàìè áóäåò ðàâíà (6072 êã) + 0,74 · (0,26 ì3) · (7800 êã/ì3) ≈
≈ 7572 êã.

Îòâåò: 7572 êã.
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Ïîäîáèå ôèãóð, îïåðàöèè ñî ñòåïåíÿìè

Çàäà÷à 8.2. Âûñîòà Ýéôåëåâîé áàøíè ñîñòàâëÿåò 325 ì, à ìàññà ðàâ-
íà 10000 òîíí. ×åìó áóäåò ðàâíà ìàññà ñòàòóýòêè â âèäå Ýéôåëåâîé
áàøíè, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ å¼ òî÷íîé êîïèåé, óìåíüøåííîé â 1000 ðàç?

Ðåøåíèå. Åñëè ëèíåéíûå ðàçìåðû ñòàòóýòêè â k = 103 ðàç ìåíüøå
îðèãèíàëà (0,325 ì), òî å¼ îáú¼ì áóäåò ìåíüøå óæå â k3 = 109 ðàç.
Ïîñêîëüêó ìàññà ïðîïîðöèîíàëüíà îáú¼ìó, òî ìàññà ñòàòóýòêè áóäåò
â 109 ðàç ìåíüøå ìàññû îðèãèíàëà, êîòîðàÿ ðàâíà 104 òîíí = 107 êã =
= 1010 ã. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàññà ñòàòóýòêè ðàâíà 10 ãðàìì.

Îòâåò: 10 ãðàìì.

Ïîäîáèå ôèãóð, àíàëèç ïîëó÷åííîãî îòâåòà

Çàäà÷à 8.3[13]. Êóá èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ïëàâàåò, ïîãðóçèâøèñü
íà ãëóáèíó h â æèäêîñòü. Âåðõíÿÿ ãðàíü êóáà ãîðèçîíòàëüíà. Íà êà-
êóþ ãëóáèíó H â ýòîé æå æèäêîñòè ïîãðóçèòñÿ êóá, èìåþùèé âäâîå
áî́ëüøóþ ïëîòíîñòü è âäâîå áî́ëüøóþ äëèíó ðåáðà?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ âåðõíÿÿ ãðàíü êóáà ãî-
ðèçîíòàëüíà. Çàïèøåì óñëîâèå ïëàâàíèÿ êóáà ñ äëèíîé ðåáðà a, èìå-
þùåãî ïëîòíîñòü ρ, â æèäêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ ρæ:

ρæha
2g = ρa3g

èëè

h = a
ρ

ρæ
.

Òîãäà äëÿ âòîðîãî êóáà

ρæh(2a)2g = ρ(2a)3g

èëè

H = 4a
ρ

ρæ
.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî H = 4h.
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Íî ýòî íå îêîí÷àòåëüíûé îòâåò. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè H = 4h > 2a,
òî áîëüøîé êóá óòîíåò. Ýòî íàêëàäûâàåò áîëåå æ¼ñòêîå óñëîâèå íà
ïëàâàíèå ìàëåíüêîãî êóáà. Òàê êàê 4h > 2a , òî h < a/2.

Èíûìè ñëîâàìè, ãëóáèíà ïîãðóæåíèÿ ìàëåíüêîãî êóáà íå äîëæíà ïðå-
âûøàòü a/2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áîëüøîé êóá óòîíåò.

Äðóãîå çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ òîãî, êàê êóá ïëàâàåò â æèäêîñòè. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ïëîòíîñòåé (à èìåííî, 0,36ρæ <
< ρ < 0,64ρæ) óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå äëÿ ïëàâàíüÿ êóáà � ðåáðîì
ââåðõ, âíå ýòîãî äèàïàçîíà � ãðàíüþ ââåðõ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàê-
òà âûõîäèò çà ðàìêè ïðîãðàììû 8 êëàññà.

Îòâåò: 4h, åñëè h < a/2.

Äåëèìîñòü ÷èñåë, ïåðåõîä ìåæäó åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ

Çàäà÷à 8.4[12]. Êóáèêè ñàõàðà�ðàôèíàäà ïëîòíî óïàêîâàíû â êîðîá-
êó, íà êîòîðîé íàïèñàíî: ¾Ìàññà íåòòî(m) = 500 ã, 168 øòóê¿. Ïðî-
òÿæ¼ííîñòü ñàìîãî äëèííîãî ðåáðà êîðîáêè c = 112 ìì. Âäîëü ñàìîãî
êîðîòêîãî ðåáðà êîðîáî÷êè óêëàäûâàåòñÿ ðîâíî 3 êóñî÷êà ñàõàðà. ×å-
ìó ðàâíà ïëîòíîñòü ñàõàðà-ðàôèíàäà?

Ïðèìå÷àíèå. Íåòòî � ìàññà ïðîäóêòà áåç ó÷¼òà ìàññû óïàêîâêè (òà-
ðû). Äîñòîâåðíî èçâåñòíî, ÷òî ïëîòíîñòü ñàõàðà�ðàôèíàäà íå ïðåâû-
øàåò 4 · 103 êã/ì3.

Ðåøåíèå. Òàê êàê â êîðîáî÷êå óëîæåíî 3 ñëîÿ êóñî÷êîâ ñàõàðà, òî â
îäíîì ñëîå n = 168/3 = 56 êóñî÷êîâ. ×èñëî 56 ìîæíî ðàçëîæèòü íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 56 = 2 · 2 · 2 · 7. Ñëåäîâàòåëüíî, îäèí ñëîé ìîæåò
èìåòü ðàçìåðû 28 · 2 êóñî÷êà, 14 · 4 êóñî÷êà èëè 7 · 8 êóñî÷êîâ. Ïåðâûé
âàðèàíò ïðîòèâîðå÷àò óñëîâèþ, òàê êàê òîãäà âäîëü ñàìîãî êîðîòêîãî
ðåáðà ïîìåùàëîñü áû 2 êóñî÷êà.

Òàêèì îáðàçîì, âäîëü äëèííîãî ðåáðà ìîæíî ïîëîæèòü ëèáî 14, ëèáî
8 êóñî÷êîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåð ðåáðà êóáèêà ñàõàðà ðàâåí ëèáî
a1 = 112 ìì/14 = 8 ìì, ëèáî a2 = 112 ìì/8 = 14 ìì.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå:

Îáùèé îáú¼ì ñàõàðà ðàâåí

V1 = 8 ìì · 8 ìì · 8 ìì · 168 øòóê = 86016 ìì3 ≈ 86 ñì3.

Ïëîòíîñòü ñàõàðà ðàâíà

ρ1 = m/V1 = 500 ã/86 ñì3 = 5,8 ã/ñì3 = 5800 êã/ì3.

Òàêàÿ ïëîòíîñòü ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå:

Îáùèé îáú¼ì ñàõàðà ðàâåí

V2 = 14 ìì · 14 ìì · 14 ìì · 168 øòóê = 460992 ìì3 ≈ 461 ñì3.

Ïëîòíîñòü ñàõàðà ðàâíà

ρ2 = m/V1 = 500 ã/461 ñì3 = 1,08 ã/ñì3 = 1080 êã/ì3.

Îòâåò: 1080 êã/ì3.

Òåîðåìà Ïèôàãîðà, ñâîéñòâà îêðóæíîñòè, êàñàòåëüíàÿ,
ìàëûå ïàðàìåòðû

Çàäà÷à 8.5[7]. Íà ìîðå øòèëü. Îòåö è ñûí ñòîÿò ó ñàìîé êðîìêè
âîäû. Ðàññòîÿíèå îò óðîâíÿ âîäû äî óðîâíÿ ãëàç îòöà H = 160 ñì, à
äî óðîâíÿ ãëàç ñûíà h = 80 ñì. Âî ñêîëüêî ðàç ãîðèçîíò äàëüøå äëÿ
îòöà, ÷åì äëÿ ñûíà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàäèóñ Çåìëè ðàâåí R (ñì. ðèñ 2).

H

R

L

R

Ðèñ. 2

Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ìîæíî íàéòè ðàñ-
ñòîÿíèå, íà êîòîðîì îòåö âèäèò ãîðèçîíò:

L0 =
√

(R+H)2 −R2 =
√

2RH +H2.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ðàäèóñ ïëàíåòû âî
ìíîãî ðàç áîëüøå ðîñòà ÷åëîâåêà (R >> H) è
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðûì ñëàãàåìûì:

L0 =
√

2RH.
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Àíàëîãè÷íî íàõîäèì ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ãîðèçîíò âèäèò ñûí: Lc =√
2Rh. Òîãäà

L0

Lc
=

√
H

h
=
√

2 ≈ 1,4.

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè íå èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå , òî â îòâåò âîéä¼ò
ðàäèóñ Çåìëè, êîòîðûé íå äàí â óñëîâèè.

Îòâåò: 1,4.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå äâóõ âåëè÷èí, ðåøåíèå ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ

Çàäà÷à 8.6[7]. Ïåðâóþ ÷àñòü ïóòè ìàøèíà ïðîåõàëà ñî ñêîðîñòüþ 2v, à
âòîðóþ ÷àñòü ñî ñêîðîñòüþ 6/7v. Â ðåçóëüòàòå âñåãî äâèæåíèÿ ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü ìàøèíû îêàçàëàñü ðàâíà v. Âî ñêîëüêî ðàç âòîðàÿ ÷àñòü ïóòè
äëèííåå ïåðâîé?

Ðåøåíèå. Äàííàÿ çàäà÷à èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî èíîãäà ÷èñëî
óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ìåíüøå êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü S1 è S2 � äëèíû ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòåé ïóòè, à t1 è t2 �
âðåìåíà, çàòðà÷åííûå íà ïðåîäîëåíèå ýòèõ ïóòåé. Îíè ñâÿçàíû äðóã ñ

äðóãîì ñîîòíîøåíèÿìè t1 =
S1
2v

è t2 =
S2

6v/7
. Ïîýòîìó ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

ðàâíà:

v =
S1 + S2
t1 + t2

=
S1 + S2
S1
2v + S2

6v/7

,

îòñþäà

1 =
1 + S2/S1

1/2 + S2/S1

6/7

èëè
1

2
+

7S2
6S1

= 1 +
S2
S1
,

òîãäà
S2
S1

= 3.
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Îòâåò:
S2
S1

= 3.

Öåíòð ìàññ, ïëîùàäè ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð, ñâîéñòâà
òðåóãîëüíèêîâ, ïðîåêöèè

Çàäà÷à 8.7. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ òðàïåöèè
(ñì. ðèñ. 3) â çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

6a

6a

3a

x

y

Ðèñ. 3

Ðåøåíèå. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûé. Âûðåæåì äàííóþ òðàïåöèþ èç ëèñòà ìèëëè-
ìåòðîâîé áóìàãè (äëÿ ïðîñòîòû a = 1 ñì). Âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó òðà-
ïåöèè, êîòîðàÿ çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìàññ (íàïðèìåð, âáëè-
çè ëþáîé âåðøèíû), è ïîäâåñèì íà âåðòèêàëüíîé ïîâåðõíîñòè (ñòåíå
êîìíàòû èëè ñòåíêå øêàôà) íà êíîïêå òàê, ÷òîáû ôèãóðà ìîãëà ñâî-
áîäíî âðàùàòüñÿ. Ê ýòîé æå êíîïêå ïðèêðåïèì âåðòèêàëüíûé îòâåñ
íà òîíêîé íèòè, êîòîðàÿ, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà ñèë è ìîìåíòîâ ñèë â
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàññ, ïðîâåä¼ì
ïðÿìóþ ëèíèþ âäîëü íèòè. Çàòåì âûáåðåì íîâóþ òî÷êó íà òðàïåöèè
è âíîâü åå ïîäâåñèì. Ïðîâåä¼ì âäîëü íèòè ïðÿìóþ ëèíèþ, êîòîðàÿ
ïåðåñå÷åòñÿ ñ ïðåäûäóùåé ïðÿìîé â òî÷êå öåíòðà ìàññ.

Ó÷èòûâàÿ ìàñøòàá, ïîëó÷àåì: xc ≈ 2,3a, yc ≈ 2,7a (ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ 0,1a).
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Ãåîìåòðè÷åñêèé. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïóíêòîì, íàðèñóåì
òðàïåöèþ íà ëèñòå ìèëëèìåòðîâîé áóìàãè (äëÿ ïðîñòîòû a = 1 ñì).

Ïðîâåä¼ì â òðàïåöèè äèàãîíàëü, êîòîðàÿ ðàçäåëèò òðàïåöèþ íà 2 òðå-
óãîëüíèêà. Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ïëàíèìåòðèè, ìåäèàíà ñîåäèíÿåò
âåðøèíó ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû, äåëèò ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ïîïîëàì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ òðå-
óãîëüíèêà. Ïîýòîìó òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 3 ìåäèàí òðåóãîëüíèêà � ýòî
åãî öåíòð ìàññ.

Â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ ïðîâåä¼ì ìåäèàíû è îïðåäåëèì öåíòð
ìàññ êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ. Öåíòð ìàññ âñåé òðàïåöèè áóäåò ëå-
æàòü íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè öåíòðà ìàññ òðåóãîëüíèêîâ. Äà-
ëåå â òðàïåöèè ïðîâåä¼ì âòîðóþ äèàãîíàëü, êîòîðàÿ ðàçîáüåò å¼ íà
2 òðåóãîëüíèêà. Ïîâòîðÿÿ îïåðàöèþ, îïèñàííóþ ðàíåå, íàõîäèì åù¼
îäèí îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé èõ öåíòðû ìàññ. Îí ïåðåñå÷¼ò ïðåäûäó-
ùèé îòðåçîê â öåíòðå ìàññ òðàïåöèè.

Ó÷èòûâàÿ ìàñøòàá, ïîëó÷àåì: xc ≈ 2,3a, yc ≈ 2,7a (ñ ïîãðåøíîñòüþ
0,1a).

×åðåç ïëîùàäè ôèãóð. Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòå-
ìû èç 2 îáúåêòîâ:

xc =
xc1m1 + xc2m2

m1 +m2
, yc =

yc1m1 + yc2m2

m1 +m2
.

Ïîñêîëüêó ìàññà ïëîñêîé ôèãóðû ïðîïîðöèîíàëüíà å¼ ïëîùàäè, ìîæ-
íî çàïèñàòü:

xc =
xc1S1 + xc2S2

S1 + S2
, yc =

yc1S1 + yc2S2
S1 + S2

.

Ðàçîáü¼ì ñëîæíóþ ôèãóðó íà ïðîñòûå ôèãóðû, ïëîùàäè êîòîðûõ
ìîæíî âû÷èñëèòü (ñì. ðèñ. 4), è ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ ìàññ êîòîðûõ
èçâåñòíû. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïðÿìîóãîëüíèê è ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê.

Ó ïðÿìîóãîëüíèêà öåíòð ìàññ ëåæèò â òî÷êå ñèììåòðèè, å¼ êîîðäèíà-
òû xc1 = 1,5a, yc1 = 3a. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà S1 = 6a · 3a =
= 18a2.
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Ó òðåóãîëüíèêà öåíòð ìàññ ëåæèò â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, êî-
òîðûå â ýòîé òî÷êå äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Â
àíàëîãè÷íîì îòíîøåíèè äåëÿòñÿ è ïðîåêöèè ìåäèàí íà îñè êîîðäèíàò.
Çíà÷èò, êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà:

xc2 = 3a+ 3a/3 = 4a, yc2 = 2 · 3a/3 = 2a.

6a

6a

2,3a

2,
7a

2a

3a

y

x
a

C

C2

C1

I

II

Ðèñ. 4

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ
êàòåòîâ: S2 = 9a2. Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷èâøèåñÿ çíà÷åíèÿ â ôîðìóëó
äëÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû:

xc =
1,5a · 18a2 + 4a · 9a2

18a2 + 9a2
=

7

3
a ≈ 2,3a,

yc =
3a · 18a2 + 2a · 9a2

18a2 + 9a2
=

8

3
a ≈ 2,7a.

×åðåç äîïîëíèòåëüíûé òðåóãîëüíèê. Äîïîëíèì ðèñóíîê ïðÿìî-
óãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì ñ êàòåòàìè 6a è 3a, ïðèñòàâëåííûì ìåíüøèì
êàòåòîì ê âåðõíåìó îñíîâàíèþ òðàïåöèè. Ïîëó÷èâøèéñÿ áîëüøîé ïðÿ-
ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 12a è 6a ïîäîáåí ìàëåíüêîìó
ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 2, à åãî ïëîùàäü S â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì
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ïëîùàäü S1 ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà: S1 = S/4. Ïëîùàäü òðàïåöèè:
S2 = S − S1 = 3S/4.

Öåíòð ìàññ áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ íà âûñîòå

yc =
1

3
(6a+ 6a) = 4a.

Ïëîùàäü âåðõíåãî ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ íà âûñîòå

yc1 = 6a+
1

3
6a = 8a.

Ïîäñòàâëÿåì âåëè÷èíû â ôîðìóëó äëÿ êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ áîëü-
øîãî òðåóãîëüíèêà:

yc =
yc1S1 + yc2S2
S1 + S2

=
yc1
4

+
3yc1

4
,

yc2 =
4yc − yc1

3
=

8

3
a ≈ 2,7a.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì xc2 =
7

3
a ≈ 2,3a.

Îòâåò: xc =
7

3
a ≈ 2,3a, yc2 =

8

3
a ≈ 2,7a.

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ
íåèçâåñòíûìè (òåïëîòà)

Çàäà÷à 8.8[14]. ×àéíèê ñ âîäîé ïðè òåìïåðàòóðå t0 = 20 °C íàãðåëñÿ
íà ãàçîâîé ãîðåëêå äî t1 = 40 °C çà âðåìÿ τ1 = 2 ìèí. Æåëàÿ óñêîðèòü
íàãðåâ, ïîëîâèíó âîäû âûëèëè, è åù¼ ÷åðåç τ2 = 1 ìèí òåìïåðàòó-
ðà âîäû äîñòèãëà t2 = 55 °C. Òàê êàê è ýòî ïîêàçàëîñü ìåäëåííûì,
âûëèëè åù¼ ïîëîâèíó îñòàâøåéñÿ âîäû, íî ïðè ýòîì ñëó÷àéíî çàäåëè
êðàí ãîðåëêè, âäâîå óáàâèâ å¼ ìîùíîñòü. ×åðåç êàêîå âðåìÿ τ3 ÷àéíèê
âñå�òàêè íàãðååòñÿ äî t3 = 100 °C? Ïîòåðÿìè òåïëà â îêðóæàþùóþ
ñðåäó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïîñëå ïåðâîãî óìåíüøåíèÿ ìàññû âîäû âäâîå íå ïðî-
èçîøëî óâåëè÷åíèÿ âäâîå ñêîðîñòè ðîñòà òåìïåðàòóðû, ïðåíåáðåãàòü
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òåïëî¼ìêîñòüþ ÷àéíèêà íåëüçÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàí-
ñà äëÿ òð¼õ ñëó÷àåâ:

Nτ1 = C0(t1 − t0) + C(t1 − t0),

Nτ2 = C0(t2 − t1) +
C

2
(t2 − t1),

ãäå C0 è C � òåïëî¼ìêîñòè ÷àéíèêà è íà÷àëüíîé ìàññû âîäû ñîîò-
âåòñòâåííî. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî 2C0 = C. Äëÿ
3-ãî ýòàïà íàãðåâà:

N

2
τ3 = C0(t3 − t2) +

C

4
(t3 − t2).

Ðåøàÿ ñèñòåìó èç òðåòüåãî è ïåðâîãî óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî τ3 =
= 4,5 ìèí.

Îòâåò: 4,5 ìèí.

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ
íåèçâåñòíûìè (ýëåêòðè÷åñòâî)

Çàäà÷à 8.9. Äàíà ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü (ñì. ðèñ. 5), ñîñòîÿùàÿ èç ñî-
ïðîòèâëåíèé R1, R2, R3, R4, äèîäà, àìïåðìåòðà è èñòî÷íèêà òîêà ñ
ÝÄÑ E. Âñå ýëåìåíòû öåïè ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè. Îïðåäåëèòü ñèëó
òîêà, êîòîðóþ ïîêàçûâàåò àìïåðìåòð.

A

R1 R3

R4R2

E

Ðèñ. 5
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Ðåøåíèå. Íàïîìíèì ïðàâèëà Êèðõãîôà:

1. Äëÿ ëþáîãî óçëà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ñóììà òîêîâ, âòåêàþùèõ â
óçåë, ðàâíà ñóììå òîêîâ, âûòåêàþùèõ èç íåãî:

∑
Iâò =

∑
Iâûò.

2. Äëÿ ëþáîãî êîíòóðà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà
ÝÄÑ, âõîäÿùèõ â ýòîò êîíòóð, ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå ïà-
äåíèé íàïðÿæåíèé íà äðóãèõ ýëåìåíòàõ ýòîãî êîíòóðà, ãäå ïîä
ñëîâîì ¾àëãåáðàè÷åñêàÿ¿ ïîíèìàåòñÿ îïðåäåëåííîå ïðàâèëî çíà-
êîâ:

∑
i
Ei =

∑
j
Uj .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèîä ìîæíî çàìåíèòü íà èäåàëüíûé ïðîâîäíèê,
åñëè íàïðàâëåíèå òîêà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì äèîäà (ñíèçó ââåðõ �
ðèñ. 6), è íà îòñóòñòâèå ïðîâîäíèêà, åñëè íàïðàâëåíèå òîêà � ïðîòè-
âîïîëîæíîå (ñâåðõó âíèç � ðèñ. 7).

A

R1 R3

R4R2

E

Ðèñ. 6

A

R1 R3

R4R2

E

Ðèñ. 7

Ïåðâàÿ ñõåìà ðàâíîñèëüíà ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ïàðàëëåëü-
íûõ ñîåäèíåíèé ðåçèñòîðîâ R1 è R2 è ðåçèñòîðîâ R3 è R4.

R1 R3

R4R2

R1

R2

R1

R2

Ðèñ. 8
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Å¼ ýêâèâàëåíòíîå ñîïðîòèâëåíèå:

Rýêâ1 =
R1R2

R1 +R2
+

R3R4

R3 +R4
.

Ñëåäîâàòåëüíî, òîê ÷åðåç àìïåðìåòð áóäåò

I =
E

Rýêâ1

=
E

R1R2

R1 +R2
+

R3R4

R3 +R4

. (1)

Äëÿ âòîðîé ñõåìû ýêâèâàëåíòíîå ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî

Rýêâ2 =
(R1 +R3)(R2 +R4)

R1 +R2 +R3 +R4
.

Ñëåäîâàòåëüíî, òîê ÷åðåç àìïåðìåòð áóäåò

I =
E

Rýêâ2

=
E(R1 +R2 +R3 +R4)

(R1 +R3)(R2 +R4)
. (2)

Îïðåäåëèì íàïðàâëåíèå òîêà ID ÷åðåç äèîä. Ðàññìîòðèì ñõåìó íà ðè-
ñóíêå 6. Ïóñòü ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå R1 èäåò òîê I1, ÷åðåç ñîïðîòèâëå-
íèå R2 � òîê I2, ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå R3 � òîê I3, ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå
R4 � òîê I4, (âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñëåâà íàïðàâî). Èç 1-ãî ïðàâèëà Êèðõ-
ãîôà:

I = I1 + I2, I = I3 + I4.

Èç 2-ãî ïðàâèëà Êèðõãîôà äëÿ êàæäîãî èç êîíòóðîâ, ñîäåðæàùèõ ñî-
ïðîòèâëåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü:

I1R1 − I2R2 = 0, I3R3 − I4R4 = 0.

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè âñå íåèçâåñòíûå òîêè I1, I2,
I3, I4: {

I = I1 + I2,

I1R1 − I2R2 = 0.

Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ I2 = I − I1 è ïîäñòàâèì âî âòîðîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû:

I1R1 − (I − I1)R2 = 0,
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I1R1 + I1R2 = IR2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

I1 = I
R2

R1 +R2
,

I2 = I − I1 = I − I R2

R1 +R2
= I

R1

R1 +R2
.

Àíàëîãè÷íî:

I3 = I
R4

R3 +R4
, I4 = I

R3

R3 +R4
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèëû òîêà ID çàïèøåì 1�å ïðàâèëî Êèðõãîôà, íàïðè-
ìåð, äëÿ óçëà ìåæäó ñîïðîòèâëåíèÿìè R1 è R3. Â óçåë âõîäÿò òîêè I1
è ID, âûõîäèò I3. Îòñþäà:

I1 + ID = I3,

ID = I3 − I1 = I

(
R4

R3 +R4
− R2

R1 +R2

)
= I

R1R4 −R2R3

(R1 +R2)(R3 +R4)
.

Åñëè R1R4 > R2R3, òî ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (1), åñëè R1R4 < R2R3, òî
ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (2).

Îòâåò: ïðè R1R4 > R2R3: I =
E

R
=

E
R1R2
R1+R2

+ R3R4
R3+R4

;

ïðè R1R4 < R2R3: I =
E

R
=
E(R1 +R2 +R3 +R4)

(R1 +R3)(R2 +R4)
.

Ñâîéñòâà ïðÿìîé ëèíèè

Çàäà÷à 8.10[14]. Åñëè â ñîñóä îáú¼ìîì V0, äîâåðõó çàïîëíåííûé æèä-
êîñòüþ, îïóñêàòü êàìíè ïëîòíîñòüþ ρk = 2,2 ã/ñì3, òî â çàâèñèìîñòè
îò èõ îáú¼ìà V (V < V0) ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîäåðæèìîãî ñîñóäà áóäåò
èçìåíÿòüñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ãðàôèêå (ñì. ðèñ. 9). Îïðåäåëèòå îáú¼ì
ñîñóäà V0 è ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ0.

Ðåøåíèå. Ïðîùå âñåãî ðåøàòü çàäà÷ó íå àíàëèòè÷åñêè, à ïðîäëèòü
(ýêñòðàïîëèðîâàòü) ãðàôèê äî îáú¼ìà 0 äì3 è äî ïëîòíîñòè 2,2 ã/ñì3.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì ïëîòíîñòü æèäêîñòè 0,8 ã/ñì3, à âî âòî-
ðîì � îáú¼ì ñîñóäà 14 äì3.

864
1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

V, дм3

ρср, г/см
3

Ðèñ. 9

Ïðÿìàÿ ëèíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (0 äì3; ρ0) è (V0; ρk). Óðàâíåíèå
ïðÿìîé ëèíèè:

ρñð = ρ0 +
ρk − ρ0
V0

V = 0,8 + 0,1V.

Îòâåò: 0,8 ã/ñì3, 14 äì3.

Ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê

Çàäà÷à 8.11[7]. Âåùåñòâî ãðàôåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêèé ñëîé
àòîìîâ óãëåðîäà, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ îäèíàêîâûõ øåñòèóãîëü-
íèêîâ (íà ðèñóíêå 10 àòîìû óãëåðîäà ïîêàçàíû êðóæêàìè). Ïëîùàäü
îäíîãî òàêîãî øåñòèóãîëüíèêà ñîñòàâëÿåò 0,00524 êâàäðàòíûõ íàíî-
ìåòðà. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî àòîìîâ óãëåðîäà â êâàäðàòíîì îáðàçöå
ãðàôåíà ðàçìåðîì 10 íàíîìåòðîâ íà 10 íàíîìåòðîâ. Â îäíîì ìåòðå �
1 ìèëëèàðä íàíîìåòðîâ.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó â êàæäîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ òðè øåñòèóãîëüíè-
êà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîì øåñòèóãîëüíèêå â îäíîé âåðøèíå
ñîñðåäîòî÷åíà 1/3 àòîìà. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäûé øåñòèóãîëüíèê
ïðèõîäèòñÿ 2 àòîìà.

Â èññëåäóåìîì îáðàçöå 10 · 10/0,00524 ≈ 19000 øåñòèóãîëüíèêîâ, èëè
19000 · 2 = 38000 àòîìîâ.
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Ðèñ. 10

Îòâåò: 38 òûñ. àòîìîâ.

Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ñâîéñòâà
ïðÿìûõ ëèíèé

Çàäà÷à 8.12[7]. Øêîëüíèöà Àëèñà ïðîâîäèò îïûòû ñ ïîäâåøåííîé ê
ïîòîëêó ïðóæèíîé, êóáèêîì, áîëüøèì ÷èñëîì îäèíàêîâûõ øàðèêîâ è
ãèðÿìè. Àëèñà îáíàðóæèëà, ÷òî ïîäâåøåííûé ê ïðóæèíå êóáèê ðàñ-
òÿãèâàåò å¼ ñèëüíåå, ÷åì øàðèê è ãèðÿ ìàññîé 300 ã, íî ñëàáåå, ÷åì
øàðèê è ãèðÿ ìàññîé 500 ã. Òàêæå Àëèñà îáíàðóæèëà, ÷òî ïîäâåøåí-
íûé ê ïðóæèíå êóáèê ðàñòÿãèâàåò ïðóæèíó ñèëüíåå, ÷åì òðè øàðèêà,
íî ñëàáåå, ÷åì ÷åòûðå øàðèêà. Êàêîé ìîæåò áûòü ìàññà øàðèêà? À
ìàññà êóáèêà? Èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíà ðàñòÿæåíèÿ ïðóæèíû ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå ïîäâåøåííîãî ê íåé ãðóçà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü mê � ìàññà êóáèêà â ãðàììàõ, mø � ìàññà øàðèêà
â ãðàììàõ. Ïî óñëîâèþ, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà: mø + 300 < mê <
< mø + 500 è 3mø < mê < 4mø. Äëÿ óäîáñòâà ìîæíî èçîáðàçèòü ýòè
íåðàâåíñòâà íà ãðàôèêå (ñì. ðèñ. 11).

Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ìàññ øàðèêà è êóáèêà îáðàçóþò çàøòðèõîâàí-
íóþ îáëàñòü. Ìèíèìàëüíûå ìàññû øàðèêà è êóáèêà îïðåäåëÿþòñÿ èç
ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé mø + 300 = mê è mê = 4mø, òî åñòü mø = 100 ã,
mê = 400 ã. Ìàêñèìàëüíûå ìàññû øàðèêà è êóáèêà îïðåäåëÿþòñÿ èç
ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé mê = mø + 500 è 3mø = mê, òî åñòü mø = 250 ã,
mê = 750 ã.
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Ðèñ. 11

Îòâåò: Ìàññà øàðèêà ìîæåò ëåæàòü â ïðîìåæóòêå îò 100 ã äî 250 ã,
à ìàññà êóáèêà � â ïðîìåæóòêå îò 400 ã äî 750 ã.

Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ñëîæíûõ ôèãóð

Çàäà÷à 8.13[10]. Íà ëèñòå áóìàãè èçîáðàæåíà êëÿêñà, òàêæå äàíû
êàðàíäàø, ëèíåéêà, íîæíèöû. Âûðåæüòå êëÿêñó èç ëèñòà. Îïðåäåëèòå
ïëîùàäü êëÿêñû.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè êëÿêñû S íàíîñèì íà íå¼ ñåòêó èç
êëåòîê ðàçìåðîì 0,5 ñì íà 0,5 ñì. Ïîäñ÷èòûâàåì îáùåå ÷èñëî öåëûõ
êëåòîê N1 è íå öåëûõ êëåòîê N2. Åñëè ãðàíèöà êëÿêñû ïåðåñåêàåò
êëåòêè ñëó÷àéíûì îáðàçîì è òàêèõ êëåòîê ìíîãî, òî â ñðåäíåì èõ
ïëîùàäü áóäåò ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè öåëîé êëåòêè. Óìíîæàåì N1

íà 0,25 ñì2, N2 íà 0,125 ñì2 è ñóììèðóåì ðåçóëüòàòû.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ îñòðîãî óãëà
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

Çàäà÷à 8.14[5]. Ïðè íàáëþäåíèè ñ Çåìëè çà ïëàíåòîé Õ, îáðàùàþùåé-
ñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî êðóãîâîé îðáèòå, îêàçàëîñü, ÷òî ìàêñèìàëüíûé
óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñ Çåìëè íà Ñîëíöå è íà ïëàíåòó Õ ðàâåí 46°
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(ñì. ðèñ. 12). ×òî ýòî çà ïëàíåòà? Ðàññòîÿíèå äî Ñîëíöà â àñòðîíîìè-
÷åñêèõ åäèíèöàõ äëÿ ðàçíûõ ïëàíåò: Ìåðêóðèé � 0,39; Âåíåðà � 0,72;
Çåìëÿ � 1,00; Ìàðñ � 1,52; Þïèòåð � 5,20.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê, â âåðøèíàõ êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû
Çåìëÿ, Ñîëíöå è ïëàíåòà X (ñì. ðèñ. 13).

Земля Планета X

К Солнцу

φ

Ðèñ. 12

φ

Земля Планета X

Солнце

R

r

Ðèñ. 13

Ïî óñëîâèþ óãîë ϕ � ìàêñèìàëüíûé, ïîýòîìó óãîë ïðè ïëàíåòå X �
ïðÿìîé. Ïóñòü r � ðàäèóñ îðáèòû ïëàíåòû X.

r = R sinϕ = 1 a.e. sin(46°) ≈ 1 a.e. · 0,72 = 0,72 a.e.

Èç ñïèñêà äàííûõ ïî ïëàíåòàì âèäèì, ÷òî ïëàíåòà X � ýòî Âåíåðà.

Îòâåò: Âåíåðà.

Ðàâåíñòâî óãëîâ, âåðòèêàëüíûå óãëû

Çàäà÷à 8.15. Íà áèëüÿðäíîì ñòîëå (äëèíîé a è øèðèíîé b) â íåêî-
òîðîé òî÷êå ïîêîèòñÿ øàð. Â êàêîì íàïðàâëåíèè íàäî óäàðèòü øàð
êèåì, ÷òîáû îí ïîïàë â çàäàííóþ ëóçó ïîñëå N óäàðîâ î äëèííûå áîð-
òà áèëüÿðäà? Ïîòåðÿìè ýíåðãèè ïðè äâèæåíèè øàðà è óäàðàõ øàðà î
áîðò ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî øàð ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, à óãîë ¾ïàäåíèÿ¿ øàðà íà áîðò
ðàâåí óãëó ¾îòðàæåíèÿ¿. Ïðåäñòàâèì áîðòà â êà÷åñòâå çåðêàë, â êî-
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òîðûõ îòðàçèì ìíîæåñòâî èçîáðàæåíèé áîðòîâ è ëóç. Ïîñêîëüêó âåð-
òèêàëüíûå óãëû ðàâíû, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ¾îòðàæåííîé¿
ëóçû, ïðè ïîïàäàíèè â êîòîðóþ øàð äîëæåí N ðàç ïåðåñå÷ü ãðàíèöû
áèëüÿðäà (ñì. ðèñ. 14 äëÿ N = 3).

Ðèñ. 14

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 8.16. Â îäíîì ãàëëîíå 3,79 ëèòðà. Îäèí áàððåëü (barrel �
áî÷êà) ë¼ãêîé íåôòè âåñèò 111 êã. Óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü íåôòè ρí =
= 698 êã/ì3. Âî ñêîëüêî ðàç áàððåëü áîëüøå ãàëëîíà?

Çàäà÷à 8.17. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çâ¼çäàìè ñòîëü âåëèêè, ÷òî èõ ïðè-
íÿòî èçìåðÿòü â àñòðîíîìè÷åñêèõ åäèíèöàõ èëè ïàðñåêàõ. Îäíà àñò-
ðîíîìè÷åñêàÿ åäèíèöà (à.å.) ÷èñëåííî ðàâíà ñðåäíåìó ðàññòîÿíèþ îò
Çåìëè äî Ñîëíöà 1 a.e. = RÇ ≈ 150 ìëí. êì. Îäèí ïàðñåê � ýòî
ðàññòîÿíèå, ñ êîòîðîãî ðàäèóñ çåìíîé îðáèòû âèäåí ïîä óãëîì â îä-
íó óãëîâóþ ñåêóíäó. Â îäíîì ãðàäóñå ñîäåðæèòñÿ 60 óãëîâûõ ìèíóò
(1° = 60′), à â îäíîé óãëîâîé ìèíóòå ñîäåðæèòñÿ 60 óãëîâûõ ñåêóíä
(1′ = 60′′). Ñêîðîñòü ñâåòà 300 òûñÿ÷ êì/ñ. Ñêîëüêî àñòðîíîìè÷åñêèõ
åäèíèö ñîäåðæèòñÿ â îäíîì ïàðñåêå? Çà ñêîëüêî ëåò ñâåò ïðåîäîëååò
ðàññòîÿíèå â 1 ïàðñåê? Îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê å¼ äèàìåòðó
ðàâíî π = 3,14.

Çàäà÷à 8.18. Ïîñòðîéòå ãðàôèê è ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëèòå ïëîùàäü
ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè y = x2 ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè ïî îñè àáñ-
öèññ xmax = 4. Ñðàâíèòå çíà÷åíèå ñ òî÷íîé ôîðìóëîé äëÿ ïëîùàäè ïîä
ïàðàáîëîé S(xmax) = x3max/3, âû÷èñëèòå îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü.

Çàäà÷à 8.19. Íà ñåðåäèíó ïëîñêîé ëüäèíû òîëùèíîé H = 60 ñì, ïëà-
âàþùåé â âîäå, ñòàâÿò ìàëåíüêèé ìåäíûé êóáèê, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ãëó-
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áèíà ïîãðóæåíèÿ ëüäèíû óâåëè÷èâàåòñÿ íà ∆h = 0,5 ñì. ×åìó ñòàíåò
ðàâíà ãëóáèíà Hï ïîãðóæåíèÿ ýòîé ëüäèíû, åñëè íà å¼ ñåðåäèíó âìå-
ñòî ìåäíîãî êóáèêà ïîñòàâèòü æåëåçíûé êóáèê ñ âäâîå áîëüøåé ñòîðî-
íîé? Ïëîòíîñòü ëüäà ρë = 900 êã/ì3, ïëîòíîñòü âîäû ρâ = 1000 êã/ì3,
ïëîòíîñòü ìåäè ρì = 8900 êã/ì3, ïëîòíîñòü æåëåçà ρæ = 7800 êã/ì3.
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Òåìàòè÷åñêèå çàäà÷è

Óðàâíåíèå ïàðàáîëû, ðàäèóñ êðèâèçíû, òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè

Çàäà÷à 9.1. Ïóøêà, ñòîÿùàÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, äåëàåò
âûñòðåë ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ñíàðÿäà v0.
Ñ÷èòàÿ ïîëå ñèë òÿæåñòè îäíîðîäíûì ñ óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ g è ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà, îïðåäåëèòü: óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé áóäåò ëåòåòü ñíàðÿä; óðàâíåíèå òðàåêòîðèè
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äàëüíîñòü ïîëåòà ìàêñèìàëüíà; ðàäèóñ êðèâèçíû
òðàåêòîðèè â å¼ íàèáîëåå âûñîêîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 15.

x

y

B vkx

vyA=0
vxv0v0y

v0x
g

0
Hmax

S

A

vky
vk

a

Ðèñ. 15

Ðàçëîæèì íà÷àëüíûå ïåðåìåùåíèå, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå íà ñîñòàâëÿ-
þùèå ïî êîîðäèíàòàì:

x0 = 0, y0 = 0,

v0x = v0 cosα, v0y = v0 sinα,

ax = 0, ay = −g.

Çàïèøåì óðàâíåíèå ðàâíîïåðåìåííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ â
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ïðîåêöèè íà OX è OY:
x(t) = x0 + v0xt+

axt
2

2
,

y(t) = y0 + v0yt+
ayt

2

2
.

Ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê:
x(t) = v0 cosα · t,

y(t) = v0 sinα · t− gt2

2
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû òðàåêòîðèè èñêëþ÷èì ïàðàìåòð âðåìåíè t:

t =
x

v0 cosα
,

y(x) = v0 sinα · x

v0 cosα
− g

2

(
x

v0 cosα

)2

= x tgα− g

2v20 cos2 α
x2.

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïàðàáîëû. Ò. ê. êîýôôèöèåíò ïðè x2 îòðè-
öàòåëüíûé, òî âåðøèíà ïàðàáîëû íàïðàâëåíà ââåðõ. Ëåâàÿ òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ
òåëà, ïðàâàÿ òî÷êà � ïîëîæåíèþ òåëà â ìîìåíò ïàäåíèÿ íà çåìëþ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîé äàëüíîñòè ïîëåòà ñíàðÿäà ïðèðàâíÿåì
y(x) = 0.

x

(
tgα− g

2v20 cos2 α
x

)
= 0.

Ïîñêîëüêó òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 0 íàñ íå èíòåðåñóåò, òî

x =
tgα · 2v20 cos2 α

g
=
v20
g

2 sinα cosα =
v20
g

sin 2α.

Ôóíêöèÿ x(α) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, êîãäà sin 2α = 1, ò. å. α = 45°.
Ïîñêîëüêó tg 45° = 1, cos2 45° = 1/2, òî óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ìîæíî
çàïèñàòü êàê

y(x) = x tgα− g

2v20 cos2 α
x2 = x− g

v20
x2.
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Åñëè òåëî äâèæåòñÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ v ïî êðèâîëèíåéíîé òðà-
åêòîðèè íåêîòîðîãî ðàäèóñà R, òî íà íåãî äåéñòâóåò óñêîðåíèå, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîå òðàåêòîðèè:

aöá =
v2

R
.

Â âåðõíåé òî÷êå òðàåêòîðèè ïîëåòà ñêîðîñòü ðàâíà v0x = v0 cosα, à
óñêîðåíèå ðàâíî óñêîðåíèþ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ aöá. Îòñþäà íàõîäèì
ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè:

R =
v2

aöá
=
v20 cos2 α

g
.

Ïðè ýòîì ðàäèóñ�âåêòîð íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî âíèç.

Îòâåò: y(x) = x tgα− g

2v20 cos2 α
x2, y(x) = x− g

v20
x2, R =

v20 cos2 α

g
.

Ãðàôèê ïàðàáîëû, çåðêàëüíûå îòðàæåíèÿ, öåëàÿ ÷àñòü
÷èñëà

Çàäà÷à 9.2[3].

Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîùàäêå ìåæäó äâóìÿ ãëàäêèìè
ñòåíêàìè óñòàíîâëåíà êàòàïóëüòà (ñì. ðèñ. 16). Êàòà-
ïóëüòà âûñòðåëèâàåò øàðèêàìè, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü êî-
òîðûõ v0. Êàêîå ìàêñèìàëüíî ÷èñëî óäàðîâ ìîæåò ñîâåð-
øèòü øàðèê ïåðåä òåì êàê óïàä¼ò íà ïëîùàäêó? Óäàðû
øàðèêà î ñòåíêó ñ÷èòàéòå àáñîëþòíî óïðóãèìè. Ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ñòåíêàìè ðàâíî L0. Ïîëîæåíèå êàòàïóëüòû
è óãîë âûëåòà øàðèêà ìîæíî èçìåíÿòü.

v0

Ðèñ. 16

Ðåøåíèå. Òàê êàê óäàð î ñòåíêó àáñîëþòíî óïðóãèé, òî óãîë îòðàæåíèÿ
ϕ2 ðàâåí óãëó ïàäåíèÿ ϕ1. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷¼òà ìîæíî ñäåëàòü
¾ðàçâåðòêó¿ ïåðåìåùåíèÿ øàðèêà (ñì. ðèñ. 17).

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî óäàðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè äàëüíîñòü ïîë¼òà
øàðèêà ìàêñèìàëüíà, òî åñòü ðàâíà L = v20/g.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïðè L < L0 ìîæåò ïðîèçîéòè íå áîëåå
îäíîãî ñòîëêíîâåíèÿ, à ïðè L0 6 L < 2L0 � íå áîëåå äâóõ.
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L0

φ2
φ1

Ðèñ. 17

Ïî àíàëîãèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

(n− 1)L0 6 L < nL0,

òî ìîæåò ïðîèçîéòè íå áîëåå ÷åì n ñòîëêíîâåíèé. Òàêèì îáðàçîì ÷èñ-
ëî ñòîëêíîâåíèé áóäåò ðàâíî:

N =

[
L

L0

]
+ 1 =

[
v20
gL0

]
+ 1,

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò âçÿòèå öåëîé ÷àñòè ÷èñëà, ò. å. íàè-
áîëüøåãî öåëîãî ÷èñëà, êîòîðîå ìåíüøå òîãî ÷èñëà, êîòîðîå ñòîèò â
êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.

Îòâåò: N =

[
v20
gL0

]
+ 1.

Ãðàôèê ïàðàáîëû

Çàäà÷à 9.3[7]. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòàëüíîì ëèñòå ïîêîèòñÿ ìåòàëëè-
÷åñêèé áðóñîê ìàññîé m = 1 êã ñ ïðèêðåïë¼ííîé ê íåìó èçíà÷àëüíî íå
äåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíîé. Ê ñâîáîäíîìó êîíöó ïðóæèíû ïðèêëà-
äûâàþò ãîðèçîíòàëüíî íàïðàâëåííóþ ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàþùóþñÿ
ñèëó. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ áðóñîê íà÷èíàåò ìåäëåííî ïåðåìåùàòüñÿ.
Çàâèñèìîñòü ðàáîòû ïðèëîæåííîé ñèëû îò ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè ïðèëî-
æåíèÿ ïðèâåäåíà â òàáëèöå 1.

Îïðåäåëèòå êîýôôèöèåíò æ¼ñòêîñòè ïðóæèíû, ïåðåìåùåíèå áðóñêà è
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ áðóñêà î ïîâåðõíîñòü ñòîëà.
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x, ñì 0 1 2 3 4 5 6 7

A, ìÄæ 0 22 82 178 319 481 640 800

Òàáëèöà 1

Ðåøåíèå. Ïî äàííûì òàáëèöû ïîñòðîèì ãðàôèê A(x).

Зависисмость работы от 
смещения

A 
(м
Дж
)

x (см)
0

0
2 4 6 8

100
200
300
400
500
600
700
800
900

Ðèñ. 18

Èç íåãî âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü A(x) ñîñòîèò èç äâóõ ó÷àñòêîâ. Íà-
÷àëüíûé ó÷àñòîê � ïàðàáîëà, çàòåì ëèíåéíûé ó÷àñòîê. Ïåðåõîä ïðî-
èñõîäèò òî÷íî â òî÷êå x0 = 4 ñì. Â ýòîò ìîìåíò ñèëà óïðóãîñòè ñòà-
íîâèòñÿ ðàâíîé ñèëå òðåíèÿ è áðóñîê íà÷èíàåò äâèæåíèå.

Òàê êàê ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå ñâîáîäíîãî êîíöà ïðóæèíû 7 ñì, òî
áðóñîê çà âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà ïåðåìåñòèëñÿ íà 3 ñì. Ïî óãëîâîìó êî-
ýôôèöèåíòó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà ãðàôèêà íàéä¼ì æ¼ñòêîñòü ïðóæèíû
(ïðè äâèæåíèè áðóñêà ïðóæèíà áîëüøå íå óäëèíÿåòñÿ è âñÿ äîáàâî÷-
íàÿ ðàáîòà âíåøíåé ñèëû èäåò íà ïðåîäîëåíèå ñèëû òðåíèÿ) ∆A =
= µmg∆x, îòêóäà
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µ =
∆A

mg∆x
≈ 1,6.

Êîýôôèöèåíò æ¼ñòêîñòè íàõîäèì èç óñëîâèÿ íà÷àëà ñêîëüæåíèÿ:

µmg = kx0,

k =
µmg

x0
≈ 400 Í/ì.

Îòâåò: k = 400 Í/ì, ∆x = 3 ñì, µ = 1,6.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðè îïðåäåëåíèè ÷èñëîâîãî îòâåòà âîçìîæíû ïîãðåø-
íîñòè äî 10%.

Ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ n�îé ñòåïåíè, ðåøåíèå
ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Çàäà÷à 9.4[9]. Ìåòàëëè÷åñêàÿ ôëÿæêà èìååò ôîðìó ïàðàëëåëåïèïå-
äà. Ìàññà çàïîëíåííîé âîäîé ôëÿæêè ðàâíà M . Åñëè ôëÿæêó ïîëî-
æèòü íà ñòîë ñàìîé áîëüøîé ãðàíüþ, òî îíà áóäåò îêàçûâàòü äàâëå-
íèå ρ1. Åñëè å¼ ïîëîæèòü íà ñðåäíþþ ãðàíü, òî äàâëåíèå áóäåò ðàâíî
ρ2. Åñëè ôëÿæêó ïîñòàâèòü íà ñàìóþ ìàëåíüêóþ ãðàíü, òî äàâëåíèå
îêàæåòñÿ ðàâíûì ρ3. ×åìó ðàâíû ìàññà m ïóñòîé ôëÿæêè, à òàêæå
äëèíû å¼ ðåáåð a, b è c? Òîëùèíà ñòåíîê ôëÿæêè ïðåíåáðåæèìî ìàëà
ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíàìè å¼ ð¼áåð. Ïëîòíîñòü âîäû ρ.

Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè äëèíó êîðîòêîãî ðåáðà ôëÿæêè
îáîçíà÷üòå a, äëèíó ñðåäíåãî ðåáðà b, äëèííîãî ðåáðà c.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ:

ρ1 =
Mg

bc
, ρ2 =

Mg

ac
, ρ3 =

Mg

ab
.

Ñîñòàâèì êîìáèíàöèþ èç ρ1, ρ2, ρ3:

ρ1ρ2
ρ3

=
Mg

c2
.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì:

c =

√
Mgρ3
ρ1ρ2

.

Àíàëîãè÷íî:

a =

√
Mgρ1
ρ2ρ3

, b =

√
Mgρ2
ρ1ρ3

.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé � âûðàæàåì èç ïåðâûõ
äâóõ óðàâíåíèé âåëè÷èíû a è b ÷åðåç c, è ïîäñòàâëÿåì â òðåòüå óðàâ-
íåíèå.

Ìàññó ïóñòîé ôëÿæêè íàéä¼ì êàê ðàçíîñòü ìàññ ôëÿæêè ñ âîäîé è
ñîáñòâåííî âîäû:

m = M − ρV = M − ρabc = M − ρ

√
(Mg)3

ρ1ρ2ρ3
.

Îòâåò: m = M − ρ

√
(Mg)3

ρ1ρ2ρ3
, a =

√
Mgρ1
ρ2ρ3

, b =

√
Mgρ2
ρ1ρ3

, c =

√
Mgρ3
ρ1ρ2

.

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ñâîéñòâà êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà

Çàäà÷à 9.5[7]. Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê èññëåäîâàë ðàâíîóñêîðåííîå
äâèæåíèå. Äëÿ ýòîãî îí áðîñàë âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ áàëêîíà 17�ãî
ýòàæà êàìóøêè. Ñ êàêîé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ v0 îí áðîñèë êàìåíü,
åñëè äëèíà åãî ïóòè çà ïåðâûå t = 3 ñ ïîë¼òà îêàçàëàñü ðàâíîé l =
= 25 ì? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 10 ì/ñ2. Ñîïðîòèâëåíèå
âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü.

Ðåøåíèå. Ïîïûòêà âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ êàìíÿ çà âðåìÿ îò 0 äî
t ïî îáû÷íîìó óðàâíåíèþ H = v0t − gt2/2 ïðèâîäèò ê îòâåòó v0 =
= H/t+ gt/2 = 23,(3) ì/ñ, êîòîðûé ñëåäóåò ïðèçíàòü íåóäà÷íûì, òàê
êàê ÷åðåç 2,33 ñ ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè íà âåðòèêàëüíóþ îñü èçìåíÿåò
çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, ïóòü, ïðîéäåííûé çà 3 ñ, áîëüøå ïåðåìåùåíèÿ
(ðàâíîãî 25 ì).
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ τ < t ïîñëå ñòàðòà êàìåíü èçìåíèò íàïðàâëåíèå ïîëåòà. Â ýòîì
ñëó÷àå ïóòü, ïðîéäåííûé êàìíåì çà âðåìÿ îò 0 äî t:

l =
gτ2

2
+
g(t− τ)2

2
.

Îòñþäà íàéä¼ì âðåìÿ τ , à çàòåì âåëè÷èíó íà÷àëüíîé ñêîðîñòè:

v0 = gτ =
gt

2

(
1±

√
4l

gt2
− 1

)
, v0,1 = 10 ì/ñ, v0,2 = 20 ì/ñ.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà áðîñêà: ñî ñêîðîñòüþ v0,1 =
= 10 ì/ñ è ñî ñêîðîñòüþ v0,2 = 20 ì/ñ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ÷åðåç âðåìÿ t
êàìåíü îêàæåòñÿ íèæå Ãëþêà, à âî âòîðîì ñëó÷àå � âûøå.

Îòâåò: v0,1 = 10 ì/ñ, v0,2 = 20 ì/ñ.

Ìèíèìóì ïàðàáîëû, ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ,
ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ

Çàäà÷à 9.6[2].

Äâà ïàðàëëåëüíûõ ñòåðæíÿ âûñòóïàþò èç
ñòåíû. Íà íèõ íàäåòû äâå ïðóæèíû æ¼ñò-
êîñòÿìè k1 è k2. Ïåðâîíà÷àëüíî ïðóæè-
íû íå äåôîðìèðîâàíû è îäíà èç íèõ íà L
äëèííåå äðóãîé. Îäíèì êîíöîì ïðóæèíû
ïðèêðåïëåíû ê ñòåíå (ñì. ðèñ. 19). Êàêóþ
ìèíèìàëüíóþ ðàáîòó A íóæíî ñîâåðøèòü,
÷òîáû ðàñïîëîæèòü ñâîáîäíûå êîíöû ïðó-
æèí íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíû?

L

k2

k1

Ðèñ. 19

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðè ñìåùåíèè êîíöîâ ïðóæèí ïåðâàÿ äåôîðìèðîâà-
ëàñü íà x1, à âòîðàÿ � íà x2. Äîïóñòèì, ÷òî âòîðàÿ ïðóæèíà äëèííåå,
òîãäà x2 = L− x1.

Ïîñêîëüêó ïîòåðü ýíåðãèè íåò, ñîâåðøàåìàÿ ðàáîòà A èä¼ò íà óâåëè-
÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè ïðóæèí:
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A =
k1x

2
1

2
+
k2x

2
2

2
=
k1x

2
1

2
+
k2(L− x1)2

2
=
k1x

2
1

2
+
k2(L

2 − 2Lx1 + x21)

2
=

=
k1 + k2

2
x21 − k2Lx1 +

k2L
2

2
=
k1 + k2

2

(
x21 −

2k2Lx1
k1 + k2

)
+
k2L

2

2
=

=
k1 + k2

2

(
x21 −

2k2Lx1
k1 + k2

+

(
k2L

k1 + k2

)2

−
(

k2L

k1 + k2

)2
)

+
k2L

2

2
=

=
k1 + k2

2

(
x1 −

k2L

k1 + k2

)2

+
k2L

2

2
− k22L

2

2(k1 + k2)
=

=
k1 + k2

2

(
x1 −

k2L

k1 + k2

)2

+
k1k2L

2

2(k1 + k2)
.

Ôóíêöèÿ A(x1) èìååò âèä ïàðàáîëû ñ âåðøèíîé ñíèçó, å¼ íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè x1 =
k2L

k1 + k2
, à çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè ýòîì

ðàâíî Amin =
k1k2L

2

2(k1 + k2)
.

Îòâåò: Amin =
k1k2L

2

2(k1 + k2)
.

Èíòåãðèðîâàíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé ÷åðåç ïëîùàäè
ôèãóð

Çàäà÷à 9.7[11]. Òåïëî¼ìêîñòü íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ ìîæåò çàâèñåòü
îò òåìïåðàòóðû. Ðàññìîòðèì áðóñîê ìàññû m1 = 1 êã, èçãîòîâëåí-
íûé èç ìàòåðèàëà, óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò òåì-
ïåðàòóðû t ïî çàêîíó c = c1(1 + αt), ãäå c1 = 1,4 · 103 Äæ/(êã°C),
α = 0,014 °C−1. Òàêîé áðóñîê, íàãðåòûé äî òåìïåðàòóðû t1 = 100 °C,
îïóñêàþò â êàëîðèìåòð, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ìàññàm2 âîäû
ïðè òåìïåðàòóðå t2 = 20 °C. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ
òåìïåðàòóðà â êàëîðèìåòðå îêàçàëàñü ðàâíîé t0 = 60 °C. Ïðåíåáðåãàÿ
òåïëî¼ìêîñòüþ êàëîðèìåòðà è òåïëîâûìè ïîòåðÿìè, îïðåäåëèòå ìàñ-
ñó m2 âîäû â êàëîðèìåòðå. Èçâåñòíî, ÷òî óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü âîäû
c2 = 4,2 · 103 Äæ/(êã°C).
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Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè óäåëüíîé òåïëî¼ìêîñòè ìà-
òåðèàëà áðóñêà îò òåìïåðàòóðû (ñì. ðèñ. 20).

Íà îñè àáñöèññ îòìå÷åíû òî÷êè t1, t2 è t0.
Çà âðåìÿ òåïëîîáìåíà ñ âîäîé â êàëîðè-
ìåòðå òåìïåðàòóðà áðóñêà ñíèçèëàñü ñ t1
äî t0. Ïðè ýòîì áðóñîê ïåðåäàë âîäå êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû, ÷èñëåííî ðàâíîå ïëîùàäè
çàøòðèõîâàííîé ïîâåðõíîñòè (ò. å. ïëîùà-
äè òðàïåöèè), óìíîæåííîé íà ìàññó áðóñ-
êà m1 = 4 êã. Çàïèøåì óðàâíåíèå òåïëî-
âîãî áàëàíñà:

c

c1

t2 t0 t1

t, C

Ðèñ. 20

m2c2(t0 − t2) = m1c1

(
1 + αt1 + 1 + αt0

2

)
(t1 − t0).

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèì:

m2 = m1
c1
2c2

α(t21 − t20) + 2(t1 − t0)
t1 − t2

≈ 0,707 êã.

Îòâåò: 0,707 êã.

Öåíòð ìàññ âîãíóòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ìåäèàíà,
ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê

Çàäà÷à 9.8[4]. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âûðåçàí èç îäíîðîäíîé ïëà-
ñòèíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî AB = AD, CB = CD = 5 ñì, äëèíà äèàãî-
íàëè BD = 8 ñì. Âû÷èñëèòå äëèíó äèàãîíàëè AC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
öåíòð ìàññ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé C.

Ïðèìå÷àíèå. Öåíòð ìàññ îäíîðîäíîãî òðåóãîëüíèêà ëåæèò â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí.

Ðåøåíèå. Öåíòð ìàññ ìîæåò ñîâïàäàòü ñ âåðøèíîé òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèê âîãíóòûé (ñì. ðèñ. 21).

Ïóñòü CE � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC, CF � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà
ACD. Ñîåäèíèì òî÷êè F è E ïðÿìîé.
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Öåíòð ìàññ ëåæèò â å¼ ñåðåäèíå è ñîâïàäàåò ñ
òî÷êîé C. Ñëåäîâàòåëüíî, FE � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ
òðåóãîëüíèêà DAB, à çíà÷èò AC = CK. Â òðå-
óãîëüíèêå DAB ïðîâåä¼ì ìåäèàíó AK. Òàê êàê
òðåóãîëüíèê DCB � ðàâíîáåäðåííûé, CK ÿâëÿ-
åòñÿ ìåäèàíîé è âûñîòîé îäíîâðåìåííî. Ñëåäîâà-
òåëüíî:

AC = CK =

√
(CB)2 −

(
DB

2

)2

= 3 ñì.

EF

A

D K B

C

Ðèñ. 21

Îòâåò: 3 ñì.

Çàäà÷à 9.9[8]. Â êðóïíîì òîðãîâîì öåíòðå ýñêàëàòîðû, ðàáîòàþùèå
íà ñïóñê è íà ïîäú¼ì, óñòàíîâëåíû â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ëåíòû ýñêàëàòîðîâ îäèíàêîâà è ðàâíà v = 1 ì/ñ.
Óãëû íàêëîíà ýñêàëàòîðîâ ê ãîðèçîíòó òîæå îäèíàêîâû è ðàâíû α =
= 30°. Îïðåäåëèòå, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ vîòí äâèæåòñÿ ïàññàæèð, ñòîÿ-
ùèé íà îäíîì ýñêàëàòîðå îòíîñèòåëüíî ïàññàæèðà, ñòîÿùåãî íà äðó-
ãîì?

a
a

v v

Ðèñ. 22

u

v

a

a

v

Ðèñ. 23

Ðåøåíèå. Âûðàçèì îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü ÷åðåç òðè ïðîåêöèè íà îð-
òîãîíàëüíûå îñè: v cosα íà ãîðèçîíòàëüíûå îñè è 2v sinα íà âåðòèêàëü-
íóþ îñü, ò. ê. ïî âåðòèêàëè äâèæåíèå ýñêàëàòîðîâ èä¼ò â ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.
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×òîáû íàéòè äëèíó âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÷åðåç åãî êîîð-
äèíàòû, äâàæäû ïðèìåíèì òåîðåìó Ïèôàãîðà è ïîëó÷èì:

u2 = (2v sinα)2 + (v cosα)2 + (v cosα)2.

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà sin2 α +
+ cos2 α = 1 è sin 30° = 1/2 ïîëó÷àåì:

u = v

√
2(1 + sin2 α) = v

√
5

2
≈ 1,6 ì/ñ.

Îòâåò: 1,6 ì/ñ.

Äëèíà äóãè

Çàäà÷à 9.10[8]. Äëÿ òåëà, äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêî-
ðîñòüþ, ïîëó÷åí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ ïåðåìåùåíèÿ s îò ïóòè
L. Îïðåäåëèòå ìîäóëü ñêîðîñòè òåëà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âñ¼ äâèæåíèå
çàíÿëî t = 20 ñ. Èçîáðàçèòå âîçìîæíóþ òðàåêòîðèþ òåëà.

1

2

1

54320
L, м

s, м

Ðèñ. 24 Ðèñ. 25

Ðåøåíèå. Ìîäóëü ñêîðîñòè òåëà ðàâåí v = L/t = 0,25 ì/ñ. Íà ïåð-
âîì ó÷àñòêå ìîäóëü ïåðåìåùåíèÿ è ïóòü ðàâíû. Òàêîå âîçìîæíî ïðè
ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè. Íà âòîðîì ó÷àñòêå ïåðåìåùåíèå íå èçìå-
íÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, òåëî äâèæåòñÿ íà ïîñòîÿííîì ðàññòîÿíèè îò
òî÷êè ñòàðòà, íàïðèìåð, ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R = 2 ì. Óãîë íà
êîòîðûé óñïåâàåò ïîâåðíóòü òåëî, ðàâåí îòíîøåíèþ äëèíû äóãè ê ðà-
äèóñó: α = 0,5 ðàä.

Íà òðåòüåì ó÷àñòêå ìîäóëü ïåðåìåùåíèÿ óìåíüøàåòñÿ, è íàñòîëüêî
æå óâåëè÷èâàåòñÿ ïóòü. Òàêîå âîçìîæíî ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæå-
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íèè êóðñîì íà òî÷êó ñòàðòà. Âîçìîæíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèâåäåíà íà ðè-
ñóíêå 25.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî äóãå îêðóæíîñòè òåëî ìîæåò áûñò-
ðî ðàçâîðà÷èâàòüñÿ è äâèãàòüñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ñ ïðåæíåé
ñêîðîñòüþ. Ïðèâåä¼ííîå ðåøåíèå � îäèí èç ïðîñòåéøèõ âàðèàíòîâ.

Âïèñàííûå è îïèñàííûå îêðóæíîñòè, ïëîùàäè ôèãóð

Çàäà÷à 9.11[3]. Íàä ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ðàñïîëîæåíî ïà-
ðàëëåëüíî åé ñâåòÿùååñÿ êîëüöî äèàìåòðà d = 2 ì. Ìåæäó êîëüöîì è
ïîâåðõíîñòüþ ðàñïîëîæåí ñîîñíûé êîëüöó íåïðîçðà÷íûé êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé d (ñì. ðèñ. 26). Ðàññòîÿíèå îò êîëüöà äî êâàäðàòà è îò êâàä-
ðàòà äî ïîâåðõíîñòè ðàâíû H = 3 ì. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü ïîëíîé òåíè
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè? Íà ðèñóíêå òåíü èçîáðàæåíà óñëîâíî.

d

d

Ðèñ. 26

H

H

Ðèñ. 27

Ðåøåíèå. Ïîëíàÿ òåíü áóäåò èìåòü ôîðìó êâàä-
ðàòà ñî ñòîðîíîé d. Â ñàìîì äåëå, ÷àñòü ëàìïû 1
áóäåò îñâåùàòü òó ÷àñòü ïîëà, êîòîðàÿ íà ðèñóí-
êå 28 âûøå ïðÿìîé AB.
×àñòü ëàìïû 3 îñâåùàåò ÷àñòü ïîëà, êîòîðàÿ íà
ðèñóíêå íèæå ïðÿìîé CD. Àíàëîãè÷íî, ÷àñòè
ëàìïû 2 è 4 îñâåùàþò ïîë ïðàâåå BC è ëåâååDA.

d

2

3

4

1A

D

B

C

Ðèñ. 28
Òàêèì îáðàçîì, âíå êâàäðàòà ABCD áóäåò ïîëóòåíü èëè öåëèêîì
îñâåùåííàÿ ïîâåðõíîñòü. Òîãäà ïëîùàäü ïîëíîé òåíè ðàâíà ïëîùàäè
êâàäðàòà: s = d2 = 4 ì2.

Îòâåò: 4 ì2.
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Ïëîùàäü ñåêòîðà îêðóæíîñòè, ïðîåêöèè âåêòîðîâ

Çàäà÷à 9.12[7]. Öèëèíäð, ðàçäåë¼ííûé íà 4 ðàâíûõ ñåêòîðà, ïëîòíî-
ñòè êîòîðûõ ðàâíû ρ, 3ρ, 2ρ, 5ρ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 29), ìîæåò
ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî
öåíòð.

Öèëèíäð îïóñêàþò â êþâåòó ñ æèäêîñòüþ, èìåþùåé ïëîòíîñòü 4ρ äî
òåõ ïîð, ïîêà óðîâåíü æèäêîñòè íå äîñòèãíåò îñè öèëèíäðà. Ïîñëå ÷åãî
öèëèíäð ðàñêðó÷èâàþò è îí, ñäåëàâ íåñêîëüêî îáîðîòîâ, îñòàíàâëèâà-
åòñÿ. Íàéäèòå äëÿ êàæäîãî ñåêòîðà äîëþ δ ïîãðóæåííîé â æèäêîñòü
÷àñòè. Òðåíèÿ â îñè íåò.

ρ

5ρ

3ρ

2ρ

4ρ

Ðèñ. 29

Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷àñòè öèëèíäðà îäíîðîäíû, òî ìàññû ýòèõ
÷àñòåé ïðîïîðöèîíàëüíû ïëîòíîñòÿì è ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-
íî m, 3m, 2m è 5m.

Â ñèëó ñèììåòðèè ïîãðóæ¼ííîé ÷àñòè öèëèíäðà ëèíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû
Àðõèìåäà ïðîõîäèò ÷åðåç îñü âðàùåíèÿ è íå ñîçäàåò âðàùàòåëüíîãî
ìîìåíòà (îòíîñèòåëüíî îñè).

Ïóñòü R � ðàññòîÿíèå îò îñè äî öåíòðà òÿæåñòè ñåêòîðà (ò. ê. ñåêòîðû
îäíîðîäíû, çíà÷èò R äëÿ âñåõ îäèíàêîâî). Óãîë ìåæäó öåíòðîì ìàññ
ëþáîãî ñåêòîðà è åãî ãðàíèöåé ðàâåí 90°/2 = 45°.

Ïóñòü α � óãîë ìåæäó âåðòèêàëüþ è íàïðàâëåíèåì íà öåíòð ìàññ äëÿ
ñåêòîðà ìàññîé 5m (ñì. ðèñ. 30).

Â ðàâíîâåñèè ñóììà ìîìåíòîâ ñèë òÿæåñòè îòíîñèòåëüíî îñè ðàâíà
íóëþ:
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5mgR sinα+mgR cosα = 3mgR sinα+ 2mgR cosα,

îòêóäà tgα =
sinα

cosα
= 0,50, à ñàì óãîë α = 27°.

R

R
R

Ra

a

a

a

3mg

2mg

5mg

mg

Ðèñ. 30

a

a

a

a

3m

2m

5m

m

S2

S1

Ðèñ. 31

Ò. ê. α < 45°, òî ãðóç ìàññîé 5m îêàçàëñÿ âíèçó, à ãðóç ìàññîé 2m
íèæå ãðóçà ìàññîé m (ñì. ðèñ. 31).

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç S ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà, à ÷åðåç
l � åãî òîëùèíó, ïîëó÷èì:

δ1 =
lS1
lS/4

=

45°− α
360°

S

S/4
≈ 0,2, δ2 =

lS2
lS/4

=

45° + α

360°
S

S/4
≈ 0,8,

δ3 =
l · 0
lS/4

= 0, (ïîëíîñòüþ íàä óðîâíåì æèäêîñòè)

δ5 =
lS/4

lS/4
= 1. (ïîëíîñòüþ ïîä óðîâíåì æèäêîñòè)

Ïîäñòðî÷íûé èíäåêñ ó ñèìâîëà δ ñîîòâåòñòâóåò ìàññå ñåêòîðà â åäè-
íèöàõ m.

Îòâåò: δ1 ≈ 0,2, δ2 ≈ 0,8, δ3 = 0, δ5 = 1.
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Ëèíåàðèçàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå

Çàäà÷à 9.13[10]. Â áàëëèñòè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè ïîëó÷èëè çàâèñè-
ìîñòü çíà÷åíèé ñêîðîñòè v áðîøåííîãî ââåðõ øàðèêà îò åãî âûñîòû
h íàä óðîâíåì ñòîëà. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ìîìåíòîâ âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 32.

� 1 2 3 4 5 6 7 8

h, ñì 100 180 220 270 320 250 140 50

v, ì/ñ 7,2 6,0 5,3 4,2 2,8 4,7 6,6 9,0

Ðèñ. 32

Èçâåñòíî, ÷òî â îäíîì èç èçìåðåíèé (âîçìîæíî è â ïåðâîì) ñêîðîñòü
áûëà îïðåäåëåíà íåâåðíî. Íàéäèòå â êàêîì. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîéòå ãðà-
ôèê ñ ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé â òàêèõ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ îí
äîëæåí áûòü ëèíåéíûì. Ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäú¼ìà
øàðèêà íàä ñòîëîì. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå ïåðâîãî èçìåðåíèÿ øà-
ðèê óïàë íà ñòîë? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 9,8 ì/ñ2.

Ðåøåíèå. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
mv20

2
=
mv2

2
+mgh ïîëó÷àåì:

v2 = v20−2gh, ãäå v0 � ñêîðîñòü íà óðîâíå ñòîëà. Ñëåäîâàòåëüíî, çàâè-
ñèìîñòü ñêîðîñòè îò âûñîòû áóäåò ëèíåéíîé, íàïðèìåð, â îñÿõ v2(h).

Íàíåñåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè íà ïîëå ãðàôèêà ñ îñÿìè v2 è h.

35050 100 150 200 250 3000

20

40

60

80

h, см

v, м2/с2

Ðèñ. 33
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Âñå òî÷êè, êðîìå ñîîòâåòñòâóþùåé h = 50 cì, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
ïåðåñåêàþùåé îñü h â ðàéîíå H = 365 ñì. Ýòî è åñòü ìàêñèìàëüíàÿ
âûñîòà ïîäú¼ìà.

Âðåìÿ ïîëåòà ñ âûñîòû h1 = 100 ñì äî ïàäåíèÿ, ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ
7,2 ì/ñ ìîæíî íàéòè, ðåøèâ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 0 = 1+7,2t−9,8t2/2,
è âûáðàâ ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü t = 1,6 ñ.

Îòâåò: Ïîñëåäíÿÿ òî÷êà, 365 ñì, 1,6 ñì.

Ïðîåêöèè âåêòîðà, òåîðåìà Ïèôàãîðà

Çàäà÷à 9.14[9]. Ñòóïåíè ëåñòíèöû èìåþò øèðèíó a = 28 ñì è âûñîòó
b = 15 ñì. Ñ êàêîé ìàêñèìàëüíîé óñòàíîâèâøåéñÿ ñêîðîñòüþ u ÷åëîâåê
ìàññîé m = 70 êã ìîæåò èäòè âíèç ïî òàêîé ëåñòíèöå, íàñòóïàÿ íà
êàæäóþ ñòóïåíüêó? Êàêóþ ñðåäíþþ ìîùíîñòü P îí äîëæåí ðàçâèâàòü
ïðè ïîäú¼ìå ïî ëåñòíèöå ñ ýòîé ñêîðîñòüþ? g = ì/ñ2.

b

a

Ðèñ. 34

b

a

Ðèñ. 35

Ðåøåíèå. Öåíòð ìàññ ÷åëîâåêà îïóñòèòñÿ íà b çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ,
ðàâíîå âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ:

τ =

√
2b

g
≈ 0,18 ñ.

Ñðåäíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâíà ñêî-
ðîñòè ïåðåìåùåíèÿ íà äëèíó ñòóïåíüêè çà ýòî âðåìÿ:

ux =
a

τ
.



46 9 êëàññ

Ïóñòü ϕ � óãîë íàêëîíà ëåñòíèöû: tgϕ =
b

a
. Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå

ñêîðîñòè ÷åëîâåêà ðàâíî

u =
ux

cosϕ
= ux

√
a2 + b2

a
=

√
a2 + b2

τ
≈ 1,8 ì/ñ.

Ñðåäíÿÿ ñèëà, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðàçâèâàòü ìûøöàì ÷åëîâåêà, ðàâ-
íà ïî ìîäóëþ ñèëå òÿæåñòè è íàïðàâëåíà ââåðõ. Ïîýòîìó ñðåäíÿÿ ìîù-
íîñòü ïðè ïîäú¼ìå ðàâíà

P =
mgb

τ
≈ 590 Âò.

Îòâåò: 1,8 ì/ñ, 590 Âò.

Òåîðåìà êîñèíóñîâ

Çàäà÷à 9.15[7]. Ãëàäêóþ ãîðêó âûñîòîé h ñ ïîñòîÿííûì óãëîì íà-
êëîíà α ïåðåìåùàþò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v îòíîñèòåëüíî Çåìëè
(íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ âïåð¼ä) ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ñ íå¼
íà÷èíàåò ñîñêàëüçûâàòü (áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî ãîðêè)
íåáîëüøàÿ øàéáà ìàññûm. Âû÷èñëèòå ðàáîòó, êîòîðóþ çà âðåìÿ âñåãî
ñïóñêà ñîâåðøèò íàä øàéáîé ñèëà N ðåàêöèè ãîðêè (â ñèñòåìå îòñ÷¼òà,
ñâÿçàííîé ñ Çåìëåé).

Ðåøåíèå. Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñîïóòñòâóþùåé ãîðêå è äâèæóùåéñÿ ðàâ-
íîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ v îòíîñèòåëüíî çåìëè ñèëà íîðìàëüíîé ðåàê-
öèè ãîðêè âñåãäà íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ìãíîâåííîé ñêîðîñòè
øàéáû è ïîýòîìó ðàáîòû íå ñîâåðøàåò. Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ øàéáû âûãëÿäèò òàê:

mgh =
mu2

2
,

ãäå u � ñêîðîñòü øàéáû îòíîñèòåëüíî ãîðêè â êîíöå ñïóñêà:

u =
√

2gh.

Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñ çåìëåé, ñêîðîñòü øàéáû v1 ìîæåò áûòü
íàéäåíà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû êîñèíóñîâ. Ïî çàêîíó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

v21 = v2 + u2 + 2vu cosα.
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Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðèìåíèòåëüíî ê
øàéáå ïðèìåò âèä:

AN +mgh+
mv2

2
=
mv21

2
,

îòêóäà

AN =
mv21

2
−mgh− mv2

2
=
mv21

2
− mu2

2
− mv2

2
=
m

2
(v21 − u2 − v2) =

=
m

2
2vu cosα = mv

√
2gh cosα.

Îòâåò: AN = mv
√

2gh cosα.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 9.16. Àâòîìîáèëü, åäóùèé ñî ñêîðîñòüþ v0, â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò íà÷èíàåò äâèæåíèå ñ òàêèì ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì, ÷òî çà âðåìÿ
τ ïðîéäåííûé èì ïóòü s îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Îïðåäåëèòå ýòîò
ïóòü s.

Îòâåò: s =
(√

2− 1
)
v0τ .

Çàäà÷à 9.17. Íåáîëüøóþ ïåòàðäó ïîäâåñèëè íà íèòè íà âûñîòå H
íàä ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. Â ðåçóëüòàòå âçðûâà îíà ðàñïà-
ëàñü íà äâà îñêîëêà, êîòîðûå ïîëåòåëè â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè v0, íàïðàâëåííûìè âäîëü îä-
íîé ïðÿìîé. Êàêîå íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå L ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåæäó
îñêîëêàìè ïîñëå èõ ïàäåíèÿ? Ñ ìåñòà ïàäåíèÿ îñêîëêè íå ñìåùàþòñÿ.

Îòâåò: Lmax = 2H + v20/g.



48 9 êëàññ

Çàäà÷à 9.18. Íåáîëüøîé øàðèê ìàññîé m äâè-
æåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïî îêðóæíî-
ñòè ðàäèóñà R = 25,0 ñì âîêðóã âåðòèêàëüíîé
îñè. Øàðèê óäåðæèâàþò äâå íèòè (ñì. ðèñ. 36),
ñîñòàâëÿþùèå ñ îñüþ âðàùåíèÿ óãëû α = 30° è
β = 60°. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ω,
ïðè êîòîðûõ ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòåé îòëè÷àþò-
ñÿ â 2 ðàçà. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g =
= 9,81 ì/ñ2.
Îòâåò: 5,7 ñ−1 (ñèëüíåå íàòÿíóòà âåðõíÿÿ íèòü)
è 6,8 ñ−1 (ñèëüíåå íàòÿíóòà íèæíÿÿ íèòü).

R

a

ω

β

Ðèñ. 36
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Òåìàòè÷åñêèå çàäà÷è

Îáú¼ì è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû è öèëèíäðà

Çàäà÷à 10.1. Òàáëåòêà ñóõîãî ãîðþ÷åãî (óðîòðîïèí � ñóõîé ñïèðò)
èìååò ôîðìó ïðÿìîãî öèëèíäðà âûñîòîé 10 ìì è äèàìåòðîì 40 ìì, è
ïîëíîñòüþ ñãîðàåò çà 12 ìèíóò. Îöåíèòå, çà êàêîå âðåìÿ ñãîðèò òàá-
ëåòêà èç òîãî æå ìàòåðèàëà â ôîðìå øàðà? Êàê èçìåíèòñÿ âðåìÿ ãîðå-
íèÿ, åñëè òàáëåòêó èçìåëü÷èòü â ìåëêóþ ïóäðó (109 ÷àñòèö)? Ãîðåíèå
ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíî ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ìàòåðèàëà.

Ðåøåíèå. Ïðîöåññ ãîðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíûé ôèçèêî�
õèìè÷åñêèé ïðîöåññ, ïðîèñõîäÿùèé íà ãðàíèöå 2 ôàç � ñîáñòâåííî
òâ¼ðäîãî ãîðþ÷åãî è âîçäóõà. Ñíà÷àëà ïîä âîçäåéñòâèåì âûñîêîé
òåìïåðàòóðû (íàïðèìåð, îãíÿ îò çàæèãàëêè èëè ñïè÷êè) ïðîèñõîäèò
ïðîöåññ íàãðåâà è ñóáëèìàöèè (ïåðåõîä èç òâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ â ãàçî-
îáðàçíîå) íåêîòîðîé ïîðöèè ãîðþ÷åãî âåùåñòâà, à äàëüøå ìîëåêóëû
ãàçà âñòóïàþò â ðåàêöèþ îêèñëåíèÿ ñ ìîëåêóëàìè êèñëîðîäà O2.
Âûäåëèâøååñÿ òåïëî èäåò íà ïðîöåññ íàãðåâà è ñóáëèìàöèè ñëåäóþ-
ùèõ ïîðöèé ãîðþ÷åãî. Åñëè ãàçà âûäåëÿåòñÿ ìåíüøå, ÷åì ñãîðàåò �
îãîíü çàòóõíåò, åñëè áîëüøå � âñå âåùåñòâî áûñòðî (ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðî) ïåðåéä¼ò â ãàçîîáðàçíóþ ôîðìó ñ ïîñëåäóþùèì âçðûâîì
(äåòîíàöèåé), åñëè ñòîëüêî æå ãàçà � áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïðîöåññ
ðàâíîìåðíîãî ãîðåíèÿ.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðåàêöèÿ íàãðåâà è ñóáëèìàöèè èä¼ò íà ïî-
âåðõíîñòè, ò. å. êîëè÷åñòâî âçàèìîäåéñòâóþùåãî âåùåñòâà ïðîïîðöèî-
íàëüíî ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåëà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàâíîìåðíîì
ãîðåíèè çà êàæäóþ åäèíèöó âðåìåíè âñå ëèíåéíûå ðàçìåðû óìåíüøà-
þòñÿ íà îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó.

Ïóñòü r � ðàäèóñ öèëèíäðà, H � åãî âûñîòà. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðà:

S1 = 2 · πr2 + 2πr ·H = 2πr(r +H).

Ïîñêîëüêó H < r, òî âðåìÿ ãîðåíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòü ïîëóâûñîòà öè-
ëèíäðà H/2 (ïî âûñîòå ìàòåðèàë ïðîãðååòñÿ è ñóáëèìèðóåò ðàíüøå,
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ïðîãðåâ èä¼ò ñ îáåèõ ñòîðîí). Ïóñòü α � íåêèé ðàçìåðíûé êîýôôè-
öèåíò ìåæäó õàðàêòåðíûì ëèíåéíûì ðàçìåðîì è âðåìåíåì ñãîðàíèÿ,
òîãäà:

t1 = α
H

2
⇒ α =

2t1
H
.

Íàéä¼ì îáú¼ì îäíîé òàáëåòêè:

V = πr2H.

Ïî óñëîâèþ îáú¼ì øàðà íåêîòîðîãî ðàäèóñà R òàêîé æå, ò. å.

4

3
πR3 = πr2H,

R =
3

√
3r2H

4
=

3

√
3(20 ìì)2(10 ìì)

4
≈ 14,4 ìì.

Âðåìÿ ãîðåíèÿ øàðà áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî ðàäèóñó êàê õàðàêòåðíî-
ìó ëèíåéíîìó ðàçìåðó:

t2 = αR =
2t1
H

3

√
3r2H

4
= 2t1

3

√
3r2

4H2
= 2 · (12 ìèí)

3

√
3 · 202

4 · 102
= 34,6 ìèí.

Ïðè÷èíîé ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ãîðåíèÿ (è ñîîò-
âåòñòâåííî ñíèæåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ãîðåíèÿ) ñòàëî óìåíüøåíèå
îòíîøåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåëà ê åãî îáú¼ìó. Äëÿ öèëèíäðà:

S1
V

=
2πr(r +H)

πr2H
= 2

r +H

rH
= 0,3 ìì−1.

Äëÿ øàðà:
S2
V

=
4πR2

4
3πR

2
=

3

R
≈ 0,2 ìì−1.

Åñëè ìàòåðèàë òàáëåòêè èçìåëü÷èòü â ìåëêóþ ïóäðó (êîòîðóþ ïðåä-
ñòàâèì â âèäå N = 109 îäèíàêîâûõ ìàëåíüêèõ øàðèêîâ), òî îòíîøåíèå
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ê îáú¼ìó çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòñÿ:

V3 =
V

N
⇒ R3 =

R
3
√
N
,

S3
V

=
4πR2

3
4
3πR

3
3

=
3

R3
=

3

R
3
√
N =

S2
V

3
√
N ≈ 0,2

3
√
N = 200 ìì−1.
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Ïîñêîëüêó âðåìÿ ãîðåíèÿ êàæäîãî øàðèêà îäèíàêîâî, òî:

t3 = αR3 =
αR
3
√
N

=
t2
3
√
N

=
12 ìèí

1000
= 0,72 ñ.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåëü÷åíèå ãîðþ÷åãî âåùåñòâà ïðèâîäèò ê ðåçêîìó
óìåíüøåíèþ âðåìåíè è óâåëè÷åíèþ èíòåíñèâíîñòè ãîðåíèÿ, ò. å. ê
âçðûâó. Íàïðèìåð, â äåðåâîîáðàáàòûâàþùèõ ìàñòåðñêèõ åñòü îïàñ-
íîñòü ñàìîâîñïëàìåíåíèÿ îïèëîê â æàðêèé äåíü.

Îòâåò: 34,6 ìèí, 0,72 ñ.

Âåêòîðíûé ìåòîä â êèíåìàòèêå

Çàäà÷à 10.2. Ñ âûñîòû h íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü ïàäàåò ìàëåíüêèé
òåííèñíûé øàðèê è óïðóãî îòñêàêèâàåò îò íå¼. Óãîë íàêëîíà ïëîñêî-
ñòè ê ãîðèçîíòó � α. Íàéòè ðàññòîÿíèå äî òî÷êè, â êîòîðîé øàðèê
âòîðîé ðàç êîñí¼òñÿ íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Ïîëå ñèë òÿæåñòè ñ÷èòàòü
îäíîðîäíûì, ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó âåêòîðíûì ìåòîäîì. Ñäåëàåì ðèñóíîê ñ ïðè-
ìåðíîé òðàåêòîðèåé ïîëåòà øàðèêà:

SA

B

g
a

v0
β β

Ðèñ. 37

Çäåñü β′ = α � óãîë ìåæäó âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé è íîðìàëüþ ê íà-
êëîííîé ïëîñêîñòè, β = β′ = α � ïðè óïðóãîì óäàðå óãîë ïàäåíèÿ
ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ, #�v0 � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü øàðèêà ñðàçó ïîñëå
ñîóäàðåíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ, A è B � òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ øàðèêà
ñ ïëîñêîñòüþ (ñ÷èòàåì åãî ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé),

#�

S � ïåðåìåùåíèå
øàðèêà.

#�

S (t) = #�v0t+
#�g t2

2
.
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Âåêòîð #�g t2/2 íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî âíèç è çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå B.
Âåêòîð #�v0t íàïðàâëåí èç òî÷êè A âäîëü âåêòîðà #�v0 äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
âåêòîðîì #�g t2/2 â òî÷êå C:

aa

A
B

S

v0t
gt2

2

a

C

Ðèñ. 38

aa

A
B

S

v0t
gt2

2

a a

C

2
S
2

D
a

Ðèñ. 39

Îïóñòèì èç òî÷êè C íà îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà ABC ïåðïåíäèêóëÿð.
∠ACD = α êàê âåðòèêàëüíûå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû.

∠CAD =
π

2
− α ( èç ∠CAD + ∠ACD =

π

2
),

∠CBD = π − ∠CAD − ∠ACB =
π

2
− α.

Îòñþäà ∠CBD = ∠CAD, ò. å. òðåóãîëüíèê ACB � ðàâíîáåäðåííûé.

Ñëåäîâàòåëüíî, AC = CB èëè v0t =
gt2

2
, îòêóäà íàõîäèì âðåìÿ ïîëåòà

øàðèêà ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè:

t =
2v0
g
.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè:

S = AB = 2AD = 2AC sinα = 2v0t sinα = 2v0 sinα
2v0
g

=
4v20 sinα

g
.

Íåèçâåñòíóþ íàì íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v0 ìîæíî íàéòè èç èçâåñòíîé
âûñîòû h, ñ êîòîðîé óïàë øàðèê, ïðè ïîìîùè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè:

mgh =
mv20

2
,
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v20 = 2gh.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå äëÿ S, ïîëó÷èì:

S =
4v20 sinα

g
=

4 sinα

g
2gh = 8h sinα.

Îòâåò: S = 8h sinα.

Ýêñòðåìóì ôóíêöèè, ñâîéñòâà êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

Çàäà÷à 10.3[7]. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå äàâëåíèå îäíî-
ãî ìîëÿ èäåàëüíîãî ãàçà â ïðîöåññå, ïðîèñõîäÿùåì ïî çàêîíó: T =

= T0

(
1− V0

V

)
, ãäå T0 è V0 � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,

V � òåêóùåå çíà÷åíèå îáú¼ìà ãàçà. Â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà V > V0.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, âçÿòîãî
â êîëè÷åñòâå 1 ìîëü:

pV = RT,

ãäå V � ìîëÿðíûé îáú¼ì ãàçà. Ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèÿ ïðîöåññà T =

= T0

(
1− V0

V

)
(äàííîãî â óñëîâèè), ïîëó÷èì:

pV = RT0

(
1− V0

V

)
.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ê âèäó:

p =
RT0
V0

(
V0
V
− V 2

0

V 2

)
.

Åñëè ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ: x = V0/V , òî ïîëó÷èì êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå (îòíîñèòåëüíî x):

p(x) =
RT0
V0

(x− x2).

Íàéä¼ì ìàêñèìóì ýòîé ôóíêöèè.
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1 ñïîñîá : ýêñòðåìóìó ôóíêöèè p(x) ñîîòâåòñòâóåò p′(x) = 0.

p′(x) =
RT0
V0

(1− 2x) = 0.

Óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x = 1/2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà
ýêñòðåìóìà íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

p′′(x) = −2
RT0
V0

< 0,

ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ýêñòðåìóì ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì ôóíêöèè.

2 ñïîñîá : êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x − x2 èìååò êîðíè x1 = 0 è x2 =
= 1. Ïîñêîëüêó ïàðàáîëà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ñâîåé
âåðøèíû, åé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå x = 1/2. Ò. ê. êîýôôèöèåíò ïðè
x2 ìåíüøå íóëÿ, òî âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç, à ýêñòðåìóì
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì.

Ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå â ýòîé òî÷êå áóäåò ðàâíî

pmax = p

(
1

2

)
=
RT0
V0

(
1

2
− 1

4

)
=
RT0
4V0

.

Îòâåò: pmax =
RT0
4V0

.

Ýêñòðåìóì ôóíêöèè, êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 10.4[6]. Íà ðèñóíêå 40 ïðåäñòàâ-
ëåíà (â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ) çàâèñè-
ìîñòü îáú¼ìà ïîðöèè âîçäóõà ìàññîé m =
= 10 ã îò åãî òåìïåðàòóðû (ïðèìåðíî
øåñòàÿ ÷àñòü îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðà-
äèóñà). Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå
pmax, êîòîðîãî äîñòèãàë âîçäóõ â ïðîöåññå
íàãðåâàíèÿ, åñëè V0 = 1 ë, à T0 = 300 Ê.
Â ýòîé çàäà÷å âîçäóõ ìîæíî ñ÷èòàòü èäå-
àëüíûì ãàçîì.

2

1

0 1
T
T0

V0

V

Ðèñ. 40
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2

1

0 1
T

L

A

V
V0

T0
xA

a

yA

Ðèñ. 41

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
èäåàëüíîãî ãàçà Ìåíäåëååâà�Êëàéïåðîíà:

pV = νRT.

Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü çàâèñèìîñòü
V/V0 îò T/T0:

V

V0
=
νRT

pV0
=

(
νRT0
pV0

)
T

T0
.

Âèäíî, ÷òî ïðîöåññ ñ ïîñòîÿííûì äàâëå-
íèåì (èçîáàðà) â èñïîëüçóåìûõ êîîðäèíà-
òàõ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðÿìóþ, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðè÷¼ì
÷åì áîëüøå äàâëåíèå, òåì áîëüøå óãîë α
(ñì. ðèñ. 41).

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êó, â êîòîðîé äàâëåíèå áûëî ìàêñèìàëüíî, ìîæíî
íàéòè, ïðîâåäÿ êàñàòåëüíóþ èç íà÷àëà êîîðäèíàò ê ãðàôèêó ïðîöåññà
(òî÷êà A íà ðèñóíêå 41). Ïîñêîëüêó ðàäèóñ îêðóæíîñòè åäèíè÷íûé,
sinα = 1/2, çíà÷èò, α = 30° è

L = 2 cosα = 2 ·
√

3

2
=
√

3,

xA = L sinα =

√
3

2
, yA = L cosα =

3

2
.

Çíàÿ êîîðäèíàòû òî÷êè íà ãðàôèêå, íàéä¼ì ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå:

yA =

(
νRT0
pmaxV0

)
xA ⇒ pmax =

νRT0
V0

xA
yA

=
m

µ

RT0
V0

xA
yA
≈ 5 · 105 Ïà,

ãäå µ = 29 ã/ìîëü � ìîëÿðíàÿ ìàññà âîçäóõà. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòè-
âû, ðåøèòü çàäà÷ó ìîæíî è áåç íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè êàñàíèÿ
ïðÿìîé ê îêðóæíîñòè, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî k = tgϕ, ãäå k � êîýôôè-
öèåíò â óðàâíåíèè ïðÿìîé, ϕ � óãîë íàêëîíà ïðÿìîé:

νRT0
pmaxV0

= tg
(π

2
− α

)
= ctgα =

1

tgα
,
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pmax =
νRT0
V0

tgα ≈ 5 · 105 Ïà.

Îòâåò: pmax = 5 · 105 Ïà.

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé ÷åðåç ïëîùàäè ôèãóð,
ïðèáëèæåííîå èíòåãðèðîâàíèå

Çàäà÷à 10.5[7]. Ê ïîòîëêó ïðèêðåïëåíà âåð¼âêà
ìàññîé M = 100 ã è äëèíîé L = 2 ì, ê êîòîðîé
÷åðåç íåáîëüøîé áëîê ìàññîé 2m ïîäâåøåí ãðóç,
èìåþùèé ìàññó 4m (ñì. ðèñ. 42). Êàêóþ ìèíè-
ìàëüíóþ ðàáîòó ïîòðåáóåòñÿ ñîâåðøèòü âíåøíåé
âåðòèêàëüíîé ñèëå, ïðèëîæåííîé ê ñâîáîäíîìó
êîíöó âåð¼âêè â òàêîé ñèñòåìå, ÷òîáû ïîäíÿòü
ñâîáîäíûé êîíåö âåð¼âêè íà L/2? Äëèíîé ÷à-
ñòè âåð¼âêè, îãèáàþùåé áëîê, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 10 ì/ñ2.

2m

4m

m
F

Ðèñ. 42

Ðåøåíèå. Òðåáîâàíèå ìèíèìàëüíîñòè ðàáîòû ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ãðóç
ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ ìåäëåííî (êâàçèñòàòè÷åñêè), è ïðîöåññ ïðîèñõîäèò
íà ó÷àñòêå, ãäå ïðèëîæåííàÿ ñèëà ìèíèìàëüíà.

Èç óñëîâèÿ äâèæåíèÿ ãðóçà 4m áåç óñêîðåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îêîëî áëîêà
ñèëà íàòÿæåíèÿ âåð¼âêè:

2T = 4mg + 2mg,

îòñþäà T = 3mg. Óñëîâèå ðàâíîìåðíîãî ïîäú¼ìà ñâîáîäíîãî êîíöà
âåð¼âêè äëèíîé x ïîçâîëÿåò íàéòè âíåøíþþ ñèëó F :

F (x) = T +m
x

L
g = 3mg +

mg

L
x.

Âèäíî, ÷òî ñèëà ìèíèìàëüíà íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïîäú¼ìà, êîãäà ñâî-
áîäíûé êîíåö âåð¼âêè íàõîäèòñÿ îêîëî áëîêà. Òàê êàê ôóíêöèÿ F èç-
ìåíÿåòñÿ ëèíåéíî, ðàáîòà ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ïëîùàäü òðàïåöèè
íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè F (x) íà îòðåçêå x ∈ [0;L/2]. Â äàííîì ñëó÷àå
îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 3mg è 3,5mg, âûñîòà òðàïåöèè � L/2.
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Amin =
3mg + 3,5mg

2
· L

2
=

13

8
mgL ≈ 3,25 Äæ.

Îòâåò: Amin = 3,25 Äæ.

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, òî îäíèì èç
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè ïî ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä ñåòêè. Íàíåñåì íà ãðàôèê ñåòêó èç êëåòîê èçâåñòíîãî ðàçìåðà
(ò. å. èçâåñòíîé ïëîùàäè S), òàê ÷òîáû ãðàíèöû êëåòîê ïðîõîäèëè ïî
îñÿì àáñöèññ è îðäèíàò (èëè ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèö èíòåðâàëà èíòå-
ãðèðîâàíèÿ). Ïîäñ÷èòûâàåì ïîä ãðàôèêîì îáùåå ÷èñëî öåëûõ êëåòîê
N1 è íåöåëûõ êëåòîê N2. Åñëè ãðàôèê ïåðåñåêàåò êëåòêè ñëó÷àéíûì
îáðàçîì, è òàêèõ êëåòîê ìíîãî, òî â ñðåäíåì èõ ïëîùàäü áóäåò ðàâíà
ïîëîâèíå ïëîùàäè öåëîé êëåòêè. Óìíîæàåì N1 íà S, N2 íà S/2, è
ñóììèðóåì ðåçóëüòàòû.

Äðóãèì ìåòîäîì ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ÷åðåç ïëî-
ùàäü ôèãóðû, ïðèìåíèìûì äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ íà êîìïüþòåðå,
ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå îòðåçêà íà îñè àáñöèññ íà N ìàëûõ èíòåðâàëîâ
[xi;xi+1], i = 0, . . . , N − 1, è ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè íà êàæäîì
èíòåðâàëå òðàïåöèåé:

A =

∫ x2

x1

F (x)dx ≈
N−1∑
i=0

Si =

N−1∑
i=0

F (xi) + F (xi+1)

2
(xi+1 − xi).

Åñëè âñå èíòåðâàëû ðàâíû, òî ∆x =
xN − x0

N
, òîãäà:

A =

(
F (x0) + F (xN )

2
+

N−1∑
i=1

F (xi)

)
∆x.

Îáú¼ì øàðà, ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, óãëîâîé ðàçìåð

Çàäà÷à 10.6[5]. Îïðåäåëèòå ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ñîëíå÷íîãî âåùåñòâà
ρc, åñëè ñ Çåìëè ñîëíå÷íûé äèñê âèäåí ïîä óãëîì α = 32′, ãðàâèòàöè-
îííàÿ ïîñòîÿííàÿ G = 6,67 · 10−11 [ÑÈ], à â ãîäó 365 ñóòîê.
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Ðåøåíèå. Ñîëíöå áóäåì ñ÷èòàòü øàðîì ðàäèóñà r (ñì. ðèñ. 43), òîãäà
åãî ìàññà

M = ρcV = ρc
4

3
πr3.

R
m

M
r

Ðèñ. 43

R R

2r

a

Ðèñ. 44

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Çåìëÿ äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ñ ïî-
ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω, è ïóñòü ìàññà Çåìëè ðàâíà m. Òîãäà
ðàäèóñ Ñîëíöà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ðàäèóñ îðáèòû Çåìëè â ïðèáëè-
æåíèè ìàëîñòè óãëà α:

r = R · tg α
2
≈ Rα

2
,

α =
32

60

π

180°
≈ 0,0093 ðàä.

Óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïåðèîä âðà-
ùåíèÿ T :

ω =
2π

T
, T = 365 · 24 · 60 · 60 ñ ≈ 3,15 · 107 ñ.

Ïî 2�ìó çàêîíó Íüþòîíà:

mω2R = G
Mm

R2
.

Ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèÿ äëÿ M , r, ω èç ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé:(
2π

T

)2

R =
G

R2
ρc

4

3
πr3 =

G

R2
ρc

4

3
π
(
R
α

2

)3
,

ρc =
24π

GT 2α3
≈ 1,4 · 103 êã/ì3.

Îòâåò: ρc = 1,4 · 103 êã/ì3.
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Ïëîùàäè ôèãóð, ýêñòðåìóì ôóíêöèè

Çàäà÷à 10.7. Ìîæíî ëè íàäóòü ìûëüíûé ïóçûðü êóáè÷åñêîé ôîðìû?

Ðåøåíèå. Âñïîìíèì, êàêîâà ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-
æåíèÿ. Ìîëåêóëû ðàñòâîðèòåëÿ (íàïðèìåð, âîäû), íàõîäÿñü â îáú¼ìå,
îáðàçóþò ñâÿçè ñ äðóãèìè ìîëåêóëàìè � ïðè ýòîì âûäåëÿåòñÿ òåïëî è
ïîíèæàåòñÿ îáùàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Åñëè æå ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ íà
ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç, òî îíà íå ìîæåò îáðàçîâàòü âñå âîçìîæíûå ñâÿçè,
ñëåäîâàòåëüíî, å¼ ýíåðãèÿ áóäåò âûøå. Ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ê ìèíèìóìó
îáùåé ýíåðãèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ïëîùàäè âçàèìîäåéñòâèÿ
ðàñòâîðèòåëÿ (â äàííîì ñëó÷àå ìûëüíîé âîäû) ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé,
ò. å. ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè ìûëüíîé ïë¼íêè.

Â ÷àñòíîñòè, â îòñóòñòâèå ñèë òÿãîòåíèÿ îòäåëüíûé ìûëüíûé ïóçûðü
ïðèîáðåòàåò ôîðìû ïðîñòðàíñòâåííîé ôèãóðû ñ ìèíèìàëüíîé ïëîùà-
äüþ ïîâåðõíîñòè � øàðà.

Èíàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò â ñëó÷àå, êîãäà ìûëüíàÿ ïë¼íêà ñâÿçàíà ñ ïðî-
âîëî÷íûì êàðêàñîì êóáè÷åñêîé ôîðìû � ìûëüíàÿ ïë¼íêà âîâñå íå
áóäåò çàêðûâàòü âñå ãðàíè, ò. ê. ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ïëîùàäè.

Â îáùåì ñëó÷àå äàííàÿ çàäà÷à î÷åíü ñëîæíà è íîñèò íàçâàíèå ïðî-
áëåìû Ïëàòî. Å¼ ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëèðîâêà: íàéòè ïîâåðõíîñòü íàè-
ìåíüøåé ïëîùàäè, îãðàíè÷åííóþ äàííûì çàìêíóòûì ïðîñòðàíñòâåí-
íûì êîíòóðîì. Â ñëó÷àå íåêîòîðûõ ñèììåòðè÷íûõ êîíòóðîâ ïðîñòðàí-
ñòâåííûé âèä ðåøåíèÿ ìîæíî óãàäàòü òåîðåòè÷åñêè èëè ýêñïåðèìåí-
òàëüíî, è äàëåå íàéòè îïòèìàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôèãóðû.

Äîïóñòèì, ÷òî ôèãóðà èìååò âèä òåññåð-
àêòà (ñì. ðèñ. 45)
Ïëîùàäü ìûëüíîé ïîâåðõíîñòè â ýòîì
ñëó÷àå ñêëàäûâàåòñÿ èç ïëîùàäè 6 ãðàíåé
âíóòðåííåãî êóáà è ïëîùàäåé 12 òðàïå-
öèé, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ ëåæàò íà ð¼áðàõ
âíóòðåííåãî è âíåøíåãî êóáîâ.

Ðèñ. 45
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Ïóñòü a � äëèíà ðåáðà âíåøíåãî êóáà, x � äëèíà ðåáðà âíóòðåííåãî
êóáà. Êàæäàÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà òðàïåöèè � ïî ñóòè äèàãîíàëü êóáà ñ
äëèíîé ðåáðà a/2−x/2, îòñþäà âûñîòà òðàïåöèè ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà
ðàâíà:

h =

√(a
2
− x

2

)2
+
(a

2
− x

2

)2
=
a− x√

2
.

Ïëîùàäü òðàïåöèè:

Sòðàïåö =
a+ x

2
h =

a2 − x2

2
√

2
.

Ïîëíàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè:

S = 12Sòðàïåö + Sêóá = 12
a2 − x2

2
√

2
+ 6x2 = 3

√
2a2 + 3

√
2(
√

2− 1)x2.

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ïðè êâàäðàòè÷íîì ÷ëåíå áîëüøå íóëÿ, òî ìè-
íèìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôèãóðà â âèäå
òåññåðàêòà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, òîëüêî åñëè ñõëîïûâàíèþ ñòåíîê ìà-
ëåíüêîãî êóáà áóäåò ïðåïÿòñòâîâàòü äàâëåíèå ãàçà (âîçäóõà), çàðàíåå
òóäà äîñòàâëåííîãî (ñì. ðèñ. 46).

Äîïóñòèì, ÷òî âíóòðè êàðêàñà îáðàçóåòñÿ ïëîñêàÿ ôèãóðà â âèäå êâàä-
ðàòà (ñì. ðèñ. 47).

Ðèñ. 46 Ðèñ. 47
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Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, îïó-
ñòèâ êàðêàñ êóáè÷åñêîé ôîðìû â ðàñòâîð èç âîäû, ìûëüíîãî ðàñòâî-
ðà è ãëèöåðèíà. Åñëè åãî äîñòàòü î÷åíü àêêóðàòíî, òî ïåðâîíà÷àëüíî
ïë¼íêà çàêðûâàåò âñå ãðàíè (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ïîâåðõíî-
ñòè äëÿ êîíòóðà â âèäå êâàäðàòà), îäíàêî ïðè ë¼ãêîì âñòðÿõèâàíèè
(äîñòàòî÷íîì äëÿ ñîïðèêîñíîâåíèÿ ìûëüíûõ ïëåíîê ñ ðàçíûõ ãðàíåé)
ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ìûëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðèìåò óêàçàí-
íóþ ôîðìó.

Ïëîùàäü ìûëüíîé ïîâåðõíîñòè â ýòîì ñëó÷àå ñêëàäûâàåòñÿ èç ïëîùà-
äè âíóòðåííåãî êâàäðàòà, ïëîùàäåé 8 òðàïåöèé, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ
ëåæàò íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà è ð¼áðàõ âíåøíåãî êóáà, è ïëîùàäåé 4
òðåóãîëüíèêîâ, âåðøèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 2 âåðøèíû ðåáðà êóáà
(ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïëîñêîñòè êâàäðàòà) è áëèæàéøàÿ ê íèì âåðøè-
íà êâàäðàòà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ïëîùàäè ñíîâà ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: a �
äëèíà ðåáðà âíåøíåãî êóáà, x � äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà. Äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü êâàäðàòà ðàñïîëîæåíà ãîðè-
çîíòàëüíî (êàê íà ðèñóíêå 47) íà âûñîòå a/2. Òîãäà âûñîòà òðàïåöèè,
ñîãëàñíî òåîðåìå Ïèôàãîðà, ðàâíà:

h =

√(a
2

)2
+
(a

2
− x

2

)2
=

1

2

√
2a2 − 2ax+ x2.

Ïëîùàäü òðàïåöèè:

Sòðàïåö =
a+ x

2
h =

a+ x

4

√
2a2 − 2ax+ x2.

Åñëè îïóñòèòü ïðîåêöèþ âåðøèíû êâàäðàòà íà íèæíþþ ãðàíü, òî ñíî-
âà ïîëó÷èì å¼ â êà÷åñòâå âåðøèíû êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a/2 − x/2.
Äèàãîíàëü ýòîãî êâàäðàòà ðàâíà èñêîìîé âûñîòå òðåóãîëüíèêîâ ñ âåð-
øèíàìè â âåðøèíàõ êóáà è âåðøèíå êâàäðàòà. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

h1 =

√(a
2
− x

2

)2
+
(a

2
− x

2

)2
=
a− x√

2
.

Îòñþäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà:

Sòðåóã =
1

2
ah1 =

a(a− x)

2
√

2
.
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Ïîëíàÿ ïëîùàäü ìûëüíîé ïîâåðõíîñòè:

S = 8Sòðàïåö + 4Sòðåóã + Sêâàäðàò =

= 8
a+ x

4

√
2a2 − 2ax+ x2 + 4

a(a− x)

2
√

2
+ x2 =

= 2(a+ x)
√

2a2 − 2ax+ x2 +
√

2a(a− x) + x2 =

= a2

[
2
(

1 +
x

a

)√
2− 2

x

a
+
(x
a

)2
+
√

2
(

1− x

a

)
+
(x
a

)2]
.

Ìû ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ôóíêöèþ çàâèñèìîñòè ïîëíîé ïëî-
ùàäè ïîâåðõíîñòè îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà x/a. ×òîáû íå áðàòü
ïðîèçâîäíûå è íå ðåøàòü ñëîæíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà,
ïîñòðîèì ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè:

4,24252 

4,24254 

4,24256 

4,24258 

4,2426 

4,24262 

4,24264 

4,24266 

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 

S 

x/a  

Площадь 

Ðèñ. 48

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì ïðè çíà÷åíèè àð-
ãóìåíòà ïðèìåðíî x/a ≈ 0,073.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê, ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê,
âíåøíèé óãîë

Çàäà÷à 10.8[11]. Ïîâåðõíîñòè âîäû êàñàåòñÿ ðàâíîáåäðåííàÿ ñòåêëÿí-
íàÿ ïðèçìà ABC (ñì. ðèñ. 49). Ëó÷ ñâåòà, ïàäàþùèé èç âîçäóõà ïîä óã-
ëîì ϕ0 íà ãðàíü AC, ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïðèçìû âûõîäèò ÷åðåç ãðàíü
AB ïîä òåì æå óãëîì ϕ0. ×åìó ðàâåí óãîë ïðåëîìëåíèÿ ϕ1? Ïîêà-
çàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîäû n0 = 4/3, óãîë C ïðè âåðøèíå ïðèçìû �
ïðÿìîé. Âåëè÷èíà óãëà ϕ0 íåèçâåñòíà.

C

A B

φ0

φ1

φ0

Ðèñ. 49

C

A B

φ0

φ1

φ0

F
Eφ2 na

a1D

Ðèñ. 50

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà ðàâåí n. Âûïîëíèì
ðèñóíîê, ïîÿñíÿþùèé õîä ëó÷à (ñì. ðèñ. 50).

Çàïèøåì çàêîí Ñíåëëèóñà äëÿ ëó÷à, ïðåëîìëÿþùåãîñÿ íà ãðàíÿõ AC
è AB:

sinϕ0 = n sinϕ1, äëÿ ãðàíè AC, (3)

n0 sinϕ0 = n sinϕ2, äëÿ ãðàíè AB. (4)

Ðàçäåëèì ïî÷ëåííî óðàâíåíèå (4) íà óðàâíåíèå (3):

n0 =
sinϕ2

sinϕ1
.

Òàê êàê ïðèçìà ðàâíîáåäðåííàÿ è ïðÿìîóãîëüíàÿ, òî óãîë α = 45°.
Äëÿ òðåóãîëüíèêà DEF óãîë α1 � âíåøíèé. Ïî òåîðåìå î âíåøíåì
óãëå òðåóãîëüíèêà: ϕ1 + ϕ2 = α1. Çàìåòèì, ÷òî óãëû α è α1 ðàâíû
êàê óãëû ñ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè. Ñ ó÷¼òîì äâóõ
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ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì:

N0 =
sin(α− ϕ1)

sinϕ1
=

cosϕ1 − sinϕ1√
2 sinϕ1

=
1− tgϕ1√

2 tgϕ1

.

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå çíà÷åíèå n0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

tgϕ1 =
3

4
√

2 + 3
≈ 0,347.

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ1 ≈ 19,1°.

Ïîãðåøíîñòè, ïðîèçâîäíàÿ, ïðèáëèæ¼ííûå âû÷èñëåíèÿ

Çàäà÷à 10.9. Îäíèì èç âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Íèëüñà Áîðà îá
èçìåðåíèè âûñîòû Ïèçàíñêîé áàøíè (H = 56,7 ì) ïðè ïîìîùè áàðî-
ìåòðà è ëþáûõ äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèáîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñáðàñûâàíèå ñ
êðûøè áàøíè áàðîìåòðà è èçìåðåíèå âðåìåíè åãî ïàäåíèÿ t. Îïðåäå-
ëèòü, ñ êàêîé ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòüþ ∆t íàäî èçìå-
ðÿòü âðåìÿ, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ âûñîòû ñîñòàâèëà íå áîëåå
∆H = 0,1 ì.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîëå ñèë òÿæåñòè îäíîðîäíîå, à ñîïðîòèâ-
ëåíèå âîçäóõà îòñóòñòâóåò, çàïèøåì äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïðîéäåííîãî ïóòè îò âðåìåíè:

H =
gt2

2
.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âûñîòó áàøíè ìû çíàåì ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ
∆H, çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ âûñîòû H + ∆H:

H + ∆H =
g(t+ ∆t)2

2
,

ãäå ∆t � ðàçíèöà âî âðåìåíè ïàäåíèÿ áàðîìåòðà. Ïîäñòàâëÿåì âûðà-
æåíèå äëÿ H âî âòîðóþ ôîðìóëó:

∆H =
g(t+ ∆t)2

2
− gt2

2
=
g

2
(2t∆t+ ∆t2).
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Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîïðàâêà ∆t ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ïîë¼òà
ñ âåðõóøêè áàøíè t, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì ∆t2:

∆H ≈ g

2
2t∆t = gt∆t,

∆t =
∆H

gt
=

∆H

g

√
g

2H
=

∆H√
2gH

≈ 0,003 ñ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åëîâåê ñ åãî õàðàêòåðíûì âðåìåíåì ðåàêöèè 0,2−0,4 ñ
íå ñìîæåò ñåêóíäîìåðîì èçìåðèòü âðåìÿ ñ òàêîé òî÷íîñòüþ, è íåîá-
õîäèìû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû èçìåðåíèÿ, íàïðèìåð ôîòîôèíèø.

Äðóãèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå:

∆H

∆t
= H ′(t) =

(
gt2

2

)′
=
g

2
· 2t = gt,

îòêóäà ïîëó÷àåì

∆t =
∆H

gt
=

∆H√
2gH

.

Îòâåò: 0,003 ñ.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 10.10. Ñíàðÿä âûëåòåë èç êàòàïóëüòû ñî ñêîðîñòüþ v1 =
= 39 ì/ñ. ×åðåç âðåìÿ τ = 4,2 ñ îí óïàë íà çåìëþ ñî ñêîðîñòüþ
v2 = 45 ì/ñ. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíóþ vmin è ìàêñèìàëüíóþ vmax
ñêîðîñòè ñíàðÿäà çà âðåìÿ åãî ïîëåòà. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
g ≈ 9,8 ì/ñ2. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.

Îòâåò: vmin = 36 ì/ñ, vmax = 45 ì/ñ.

Çàäà÷à 10.11. Îäèí ìîëü ãåëèÿ ðàñøèðÿåòñÿ òàê, ÷òî åãî äàâëåíèå
ëèíåéíî çàâèñèò îò îáú¼ìà. Òåìïåðàòóðû â èñõîäíîì è êîíå÷íîì ñî-
ñòîÿíèÿõ îäèíàêîâû. Âû÷èñëèòå ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ãàçîì, åñëè èç-
âåñòíî, ÷òî â õîäå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñè-
ìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðîé ðàâíà ∆T , à îáú¼ì ãåëèÿ óâå-
ëè÷èâàåòñÿ â k ðàç, ïðè÷¼ì k > 1.

Îòâåò: A = 2νR∆T
k + 1

k − 1
.
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Çàäà÷à 10.12. Ó÷¼íûå îáðàòèëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî åäèíèöû äëèíû,
âðåìåíè è ìàññû ¾ïðèñïîñîáëåíû¿ ê ëþäÿì è ñâÿçàíû ñ îñîáåííîñòÿ-
ìè ïëàíåòû Çåìëÿ, íî ìîãóò îêàçàòüñÿ ¾íåóäîáíûìè¿ ïðè êîíòàêòàõ
ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè âíåçåìíûõ öèâèëèçàöèé. Ïîýòîìó áûëî ïðåäëîæå-
íî â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ åäèíèö âçÿòü ôóíäàìåíòàëüíûå
ïîñòîÿííûå c ≈ 3 · 108 ì/ñ, G ≈ 7 · 10−11 Í·ì2/êã2 è ~ ≈ 1 · 10−34 Äæ·ñ.
Òîãäà åäèíèöû äëèíû lp, âðåìåíè tp è ìàññû mp áóäóò ïðîèçâîäíûìè
îò ýòèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è âûðàæàòüñÿ ÷åðåç íèõ. Òàêèå åäèíèöû
íàçâàëè ïëàíêîâñêèìè.

Âûðàçèòå åäèíèöû äëèíû lp, âðåìåíè tp è ìàññû mp ÷åðåç ¾íîâûå¿
îñíîâíûå åäèíèöû c, G è ~, âçÿòûå â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè. Ïðè-
ìèòå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó ïðîèçâîäíîé åäèíèöåé
è îñíîâíûìè åäèíèöàìè ðàâíûì 1. Ñêîëüêî ìåòðîâ â åäèíèöå äëèíû
lp, ñåêóíä â åäèíèöå âðåìåíè tp è êèëîãðàììîâ â åäèíèöå ìàññû mp?

Îòâåò: 1,6 · 10−35 ì, 10−44 ñ, 2,1 · 10−8 ñ.
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Òåìàòè÷åñêèå çàäà÷è

Âåêòîðíûé ìåòîä â êèíåìàòèêå, ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè,
òåîðåìà Ïèôàãîðà, òåîðåìà ìèíóñîâ, ñâîéñòâà ìåäèàíû,
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè

Çàäà÷à 11.1. Òåëî áðîñàþò ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó ñ íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòüþ v0. Ïîëå ñèë òÿæåñòè ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì ñ óñêîðåíèåì ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ g, ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îïðå-
äåëèòü âåëè÷èíó è óãîë ñêîðîñòè òåëà â ìîìåíò ïàäåíèÿ. Îïðåäåëèòü
âðåìÿ è ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäú¼ìà, äàëüíîñòü ïîë¼òà òåëà.

Ðåøåíèå. Îáû÷íî òàêóþ çàäà÷ó ðåøàþò ÷åðåç ââåäåíèå ñèñòåìû êîîð-
äèíàò è îïðåäåëåíèå ïðîåêöèé ñêîðîñòè è ïåðåìåùåíèÿ íà îñè, îäíàêî
åñòü è àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä � âåêòîðíûé. Çàïèøåì â âåêòîðíîì âèäå
óðàâíåíèÿ äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ:

#�v (t) = #�v0 + #�g t,

#�r (t) = #�v0t+
#�g t2

2
. (5)

Îòìåòèì âñå ýòè âåêòîðà íà ðèñóíêå 51.

A

B

C

gt2

2

r(t)
v(t)

v 0t

LO

A

C

B
gt

v(t)

v 0

Ðèñ. 51

L
HC

A

A

B
gt

g(t/2)2

r(t)
v(t)

v 0

O

2

gt2

2

v 0
t

Ðèñ. 52

Çäåñü
#    �

OC = #�r � ðàäèóñ�âåêòîð òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ òåëà, êîòîðûé,
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ñîãëàñíî ôîðìóëå (5), ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âåêòîðîâ
#    �

OA = #�v0t è
#    �

AC =
= #�g t2/2. Øòðèõîâàííîé ëèíèåé îáîçíà÷åíà ïðåäïîëàãàåìàÿ òðàåêòî-
ðèÿ òåëà, êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå L.

Òàêæå ââåä¼ì âåêòîðà
#     �

OA′ = #�v0 è
#      �

OB′ = #�v , ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðó
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è âåêòîðó ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïðîäîë-
æåíèå âåêòîðîâ

#      �

OB′ è
#    �

AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B, ïðè÷¼ì òðåóãîëü-
íèêè OAB è OA′B′ ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè (

#    �

AB‖
#       �

A′B′, ïðÿìàÿ ïåðåñå-
êàåò ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïîä îäíèì óãëîì, ñëåäîâàòåëüíî, âñå óãëû
òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû) ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ, ðàâíûì t. Îòñþäà
AB = gt2, AC = CB, òî åñòü OC � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà OAB.

Ïóñòü îòðåçêè A′B′ è OC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C ′. Âñëåäñòâèå ïîäî-
áèÿ òðåóãîëüíèêîâ OAB è OA′B′ òî÷êà C ′ òîæå äåëèò îòðåçîê A′B′

ïîïîëàì, ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçîê OC ′ ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé òðåóãîëüíè-
êà OA′B′.

Äëèíó îòðåçêà OC ′ ìîæíî íàéòè êàê èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ
(OC ′ = r/t), òàê è èç ñâîéñòâ ìåäèàíû:

4OC ′2 = 2(OA′2 +OB′2)−A′B′2.

Ïîäñòàâèì âåëè÷èíû:

4
(r
t

)2
= 2(v20 + v2)− (gt)2,

r2 =
1

2
(v20 + v2)t2 − 1

4
(gt2)2. (6)

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïîë¼òà òåëà, â
òîì ÷èñëå è â ìîìåíò ïàäåíèÿ (ñì. ðèñ. 52).

Ïîñêîëüêó òî÷êà L ïðèíàäëåæèò ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, òî òðå-
óãîëüíèê OAL áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäîáíûé åìó
òðåóãîëüíèê OA′C ′ òîæå áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì, à îòðåçîê OC ′ ÿâëÿ-
åòñÿ íå òîëüêî ìåäèàíîé, íî è âûñîòîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëü-
íèê OA′B′ áóäåò ðàâíîáåäðåííûì, è â ìîìåíò ïàäåíèÿ ñêîðîñòü òåëà
ðàâíà íà÷àëüíîé ñêîðîñòè: | #�v | = | #�v0|, à óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó âçëåòà
(OC ′ � áèññåêòðèñà). Èç óðàâíåíèÿ (6) ïîëó÷àåì:

L2 =
1

2
(v20 + v20)t2 − 1

4
(gt2)2 = (v0t)

2 −
(
gt2

2

)2

, (7)
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òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6) ïåðåõîäèò â îáû÷íóþ òåîðåìó
Ïèôàãîðà. Âðåìÿ ïîë¼òà îïðåäåëèì èç ñîîòíîøåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà OA′C ′:

sinα =
A′C ′

OA′
=

gt

2v0
.

Îòñþäà íàõîäèì âðåìÿ ïîë¼òà:

tx =
2v0 sinα

g
.

Ïîäñòàâëÿåì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (7):

L =

√
(v0tx)2 −

(
gt2x
2

)2

=
v20 sin 2α

g
.

Â ìîìåíò ìàêñèìàëüíîé âûñîòû ïîë¼òà âåêòîð ñêîðîñòè òåëà
#      �

OB′ = #�v
íàïðàâëåí ãîðèçîíòàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê OA′B′ ÿâëÿåò-
ñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ñ ∠OB′A′ = 90°. Ïî îïðåäåëåíèþ ñèíóñà óãëà:

sinα =
A′B′

OA′
=
gtï
v0
,

ãäå tï � âðåìÿ ïîäú¼ìà òåëà íà ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó:

tï =
v0 sinα

g
=
tx
2
.

Òî åñòü âðåìÿ ïîäú¼ìà òåëà íà ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó â 2 ðàçà ìåíü-
øå, ÷åì ïîëíîå âðåìÿ ïîë¼òà íà ðàññòîÿíèå L. Ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâ ïî-
äîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà äîñòèãàåòñÿ
íà ñåðåäèíå ïóòè ìåæäó òî÷êàìè âçë¼òà è ïàäåíèÿ òåëà, à âåðòèêàëü-
íàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ìàêñèìàëüíîãî ïîäú¼ìà òåëà,
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà OAL. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè O è C, ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, ñëåäîâàòåëüíî,

H =
1

2
· 1

2
· gt

2
x

2
=
g

8

(
2v0 sinα

g

)2

=
v20 sin2 α

2g
.
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Èíòåãðèðîâàíèå ÷åðåç ïëîùàäè ôèãóð

Çàäà÷à 11.2[9]. Íà òåëî èìåþùåå ìàññóm = 5 ã íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü
åäèíñòâåííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, ãðàôèê çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ êîòîðîé îò
âðåìåíè ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå. Ïðè êàêîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè òåëà v
ðàáîòà ýòîé ñèëû çà âñå âðåìÿ å¼ äåéñòâèÿ îêàæåòñÿ ðàâíîé íóëþ?
Êàê äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà ýòà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ïî îòíîøåíèþ
ê âåêòîðó ñèëû, åñëè îí íå ìåíÿåò ñâîåãî íàïðàâëåíèÿ?

t, с

F, мН

1086420
0
5

10

15

20

Ðèñ. 53

Ðåøåíèå. Ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ïðîïîðöèîíàëüíà èìïóëüñó ñèëû,
äåéñòâóþùåé íà òåëî, ÷åðåç êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü èçìåíåíèå ñêîðîñòè òåëà çà âñ¼ âðåìÿ äåéñòâèÿ ñèëû. Íàéä¼ì
ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì êàê ñóììó ïëîùàäåé ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð �
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è 2 ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

∆p =

∫ 10

0
F (t)dt =

(
1

2
· 10 · 4 + 20 · 4 + 5 · 2

)
· 10−3 Í · ñ =

= 110 · 10−3 êã · ì/ñ,

îòêóäà

∆v =
∆p

m
=

110 · 10−3 êã · ì/ñ
5 · 10−3 êã

= 22 ì/ñ.

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

mv2

2
+A =

m(v + ∆v)2

2
,
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ðàáîòà ñèëû ðàâíà

A = mv∆v +
m(∆v)2

2
.

Ýòî âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè v = −∆v/2. Ñëåäîâàòåëüíî,
âåêòîð íà÷àëüíîé ñêîðîñòè òåëà äîëæåí áûòü íàïðàâëåí â ñòîðîíó,
ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ âåêòîðà ñèëû, è ðàâåí v = 11 ì/ñ.

Åñëè ñèëà F íàïðàâëåíà ïîä óãëîì ê âåêòîðó ñêîðîñòè, òî âñå ïðîâå-
ä¼ííûå íàìè âû÷èñëåíèÿ áóäóò îòíîñèòüñÿ ê ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè,
ïàðàëëåëüíîé ñèëå, à ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè íå
èçìåíèòñÿ.

Îòâåò: Âåêòîð íà÷àëüíîé ñêîðîñòè òåëà äîëæåí áûòü íàïðàâëåí â
ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ âåêòîðà ñèëû, è ðàâåí v =
= 11 ì/ñ.

Ýêñòðåìóì ôóíêöèè, ñâîéñòâà êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ,
ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî

Çàäà÷à 11.3[6]. Îïðåäåëèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå äàâëåíèå èäåàëü-
íîãî ãàçà â ïðîöåññå, ïðîèñõîäÿùåì ïî çàêîíó T = T0 + αV 2, ãäå T0 è
α � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, V � îáú¼ì îäíîãî ìîëÿ ãàçà.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà-Êëàéïåðîíà äëÿ èäåàëüíîãî
ãàçà, âçÿòîãî â êîëè÷åñòâå 1 ìîëü:

pV = RT,

ãäå V � ìîëÿðíûé îáú¼ì ãàçà. Ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèÿ ïðîöåññà T = T0 +
+ αV 2 ïîëó÷èì:

pV = R(T0 + αV 2).

1 ñïîñîá : Âûðàçèì äàâëåíèå êàê ôóíêöèþ îò îáú¼ìà:

p(V ) =
R(T0 + αV 2)

V
.

Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè p′(V ) = 0 (âñïîìèíàåì (f/g)′ =
= (f ′ · g − g′ · f)/g2):
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p′(V ) =

(
R(T0 + αV 2)

V

)′
= R

2αV · V − 1 · (T0 + αV 2)

V 2
=

= R

(
α− T0

V 2

)
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü V ∗ =
=

√
T0/α. Ýòîìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå

ôóíêöèè:

p(V ∗) =
R(T0 + αV ∗

2
)

V ∗
=
R (T0 + αT0/α)√

T0/α
= 2R

√
αT0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà ýêñòðåìóìà íàéä¼ì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

p′′(V ) =

(
R

(
α− T0

V 2

))′
= R

2T0
V 3

> 0.

Ïîñêîëüêó âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå ýêñòðåìóìà áîëüøå 0, òî äàí-
íûé ýêñòðåìóì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì: Pmin = 2R

√
αT0.

2 ñïîñîá : Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå:

V 2 − p

Rα
V +

T0
α

= 0.

Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (îòíîñèòåëüíî V ), êîðíè êîòîðîãî íàõîäèì
÷åðåç äèñêðèìèíàíò:

V1,2 =
p

2Rα
±
√( p

2Rα

)2
− T0
α
.

Â ñëó÷àå, êîãäà äàâëåíèå äîñòèãàåò ìèíèìóìà (êîýôôèöèåíò ïðè
êâàäðàòè÷íîì ÷ëåíå áîëüøå 0, âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ),
äèñêðèìèíàíò îáðàùàåòñÿ â íîëü:( p

2Rα

)2
− T0
α

= 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:
pmin = 2R

√
αT0.

Îòâåò: pmin = 2R
√
αT0.
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Óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

Çàäà÷à 11.4. Â ãëóáèíàõ âñåëåííîé âäàëè îò âñåõ òÿãîòåþùèõ ìàññ
íàõîäèòñÿ òîíêèé îäíîðîäíûé ñòåðæåíü äëèíû L = 10 ì è ìàññîé
M = 1,0 êã. Ïî íåìó áåç òðåíèÿ ìîæåò ñêîëüçèòü áóñèíêà ìàññîé m =
= 0,1 êã. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò áóñèíêà ñëåãêà ñìåùåíà îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ñòåðæíÿ è ñèñòåìà íåïîäâèæíà. ×åðåç êàêîå âðåìÿ τ áóñèí-
êà âïåðâûå äîñòèãíåò ñåðåäèíû ñòåðæíÿ? Ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ
G = 6,67 · 10−11 Í·ì2/êã2.

Ðåøåíèå. Â ïðîöåññå êîëåáàíèé öåíòð ìàññ ñèñòåìû òåë áóäåò îñòà-
âàòüñÿ íåïîäâèæíûì. Íà÷àëî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà OXë ïî-
ìåñòèì â öåíòð ìàññ. Ïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà OX ñâÿæåì ñî ñïè-
öåé. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà óñêîðåíèå áóñèíêè ïðè ìàëîì åå
ñìåùåíèè x îòíîñèòåëüíî ñïèöû îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ êîí-
öåâîãî îòðåçêà ñïèöû äëèíîé 2x, ðàñïîëîæåííîãî ïðèìåðíî íà ðàññòî-
ÿíèè L/2 îò áóñèíêè:

am,c =
Fx
m

= −
Gm

M

L
2x

m

(
L

2

)2 = −8GM

L3
x.

x

2x

L/2

Ðèñ. 54

Óñêîðåíèå ñòåðæíÿ ïðè ýòîì ñìåùåíèè áóñèíêè

aM,c =
Fx
M

= −
Gm

M

L
2x

M

(
L

2

)2 = −8Gm

L3
x.

Òîãäà óñêîðåíèå am áóñèíêè îòíîñèòåëüíî ñòåðæíÿ áóäåò ðàâíî

am = am,c − aM,c = −8G(M +m)

L3
x.
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Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé áóñèíêè îòíîñèòåëüíî
ñïèöû:

x′′ +
8G(M +m)

L3
x = x′′ + ω2x = 0,

ãäå ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Îòñþäà ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðèîä êîëåáà-
íèé:

T
2π

ω
= πL

√
L

2GM +m
.

Èñêîìîå âðåìÿ ðàâíî ÷åòâåðòè ïåðèîäà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

τ =
T

4
≈ 2,0 · 106 ñ ≈ 24 ñóòîê.

Îòâåò: τ = 24 ñóòîê.

Ïðèìå÷àíèå. Â êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò äèñ-
ñèïàòèâíûå ÿâëåíèÿ (íàïðèìåð, ñèëû òðåíèÿ), ñïðàâåäëèâ çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì ôîðìàëüíîì
âèäå:

E = Ek + Ep =
α

2
ẋ2 +

β

2
x2 = const .

Çäåñü ïîä ẋ ≡ x′ îáîçíà÷åíà ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåëè÷èíû x. Àíàëî-
ãè÷íî, ïîä ẍ ≡ x′′ îáîçíà÷àåòñÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ. α è β � íåêîòî-
ðûå ðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â ñëàãàåìûõ äëÿ
êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìå.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ó÷èòûâàÿ,
÷òî ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ:

αẋẍ+ βxẋ = 0.

Ñîêðàùàÿ íà ẋ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé:

ẍ+
β

α
x = 0,

â êîòîðîì ÷àñòîòà êîëåáàíèé ðàâíà ω =
√
β/α.
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Èíòåãðèðîâàíèå, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Çàäà÷à 11.5[13]. Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè (ñì. ðèñ. 55), ñîñòîÿùåé èç
ðåçèñòîðà ñîïðîòèâëåíèåì R, êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L, íà êîíäåí-
ñàòîðå ¼ìêîñòüþ C0 íàõîäèòñÿ çàðÿä Q0. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-
ìåíè çàìûêàþò êëþ÷ K è îäíîâðåìåííî íà÷èíàþò èçìåíÿòü ¼ìêîñòü
êîíäåíñàòîðà òàê, ÷òî èäåàëüíûé âîëüòìåòð ïîêàçûâàåò ïîñòîÿííîå
íàïðÿæåíèå. Êàê çàâèñèò îò âðåìåíè ¼ìêîñòü êîíäåíñàòîðà C(t) ïðè
èçìåíåíèè t îò 0 äî t1 =

√
C0L? Êàêóþ ðàáîòó çà âðåìÿ t1 ñîâåðøèëè

âíåøíèå ñèëû? Ñ÷èòàéòå, ÷òî t1 = L/R =
√
C0L.

K
VLC0

R

Ðèñ. 55

Ïðèìå÷àíèå. Êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâøåéñÿ íà ðåçèñòîðå çà

âðåìÿ t1, ðàâíî WR =
t1∫
0

I2(t)Rdt =
Q2

0

3C0
.

Ðåøåíèå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò êëþ÷ íå çàìêíóò è òîê â öåïè íå òå÷¼ò,

ïîýòîìó UL = UC =
Q0

C0
.

Íàïðÿæåíèå íà êàòóøêå ðàâíî UL = L
dI

dt
è îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì (ïî

óñëîâèþ). Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì:

dI =
UL
L
dt =

Q0

C0L
dt.

Èíòåãðèðóåì:

I =
Q0

C0L
t+ const .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò òîêà íåò (I(0) = 0), ïîëó÷àåì
const = 0 è ðåøåíèå:

I(t) =
Q0

C0L
t.
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Ïðîèçâîäíàÿ òîêà ïî âðåìåíè:
dI(t)

dt
=

Q0

C0L
. Ïî çàêîíó Îìà äëÿ ïîë-

íîé öåïè:

UC(t) = UL +RI(t) = L
dI(t)

dt
+RI(t) =

Q0

C0
+
Q0R

C0L
=
Q0

C0

(
1 +

R

L
t

)
.

Çàðÿä íà êîíäåíñàòîðå èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó:

dQ

dt
= −I(t).

Ñïðàâà ñòîèò çíàê ¾−¿, ò. ê. êîíäåíñàòîð ðàçðÿæàåòñÿ è çàðÿä óìåíü-
øàåòñÿ.

dQ = −I(t)dt,

Q(t) = const−
∫ t

0
I(τ)dτ.

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàðÿä íà êîíäåíñàòîðå ðàâåí
Q0, ïîëó÷àåì:

Q(t) = Q0 −
∫ t

0
I(τ)dτ = Q0 −

∫ t

0

Q0

C0L
τdτ = Q0 −

Q0

C0L

∫ t

0
τdτ =

= Q0 −
Q0

C0L

τ2

2

∣∣∣∣t
0

= Q0

(
1− t2

2C0L

)
.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, âû÷èñëèâ ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì
çàâèñèìîñòè I(t) (ïëîùàäü òðàïåöèè).

Íàõîäèì èçìåðÿåìóþ ¼ìêîñòü êîíäåíñàòîðà:

C(t) =
Q(t)

U(t)
=

Q0

(
1− t2

2C0L

)
Q0

C0

(
1 +

R

L
t

) = C0

1− t2

2C0L

1 +
R

L
t
.

Èñêîìóþ ðàáîòó íàéä¼ì èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

A = WR + ∆WC + ∆WL.
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Çäåñü:

WR � êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâøåéñÿ íà ðåçèñòîðå çà âðåìÿ t1.

Ïî óñëîâèþ îíî ðàâíî WR =
Q2

0

3C0
.

∆WC � ýíåðãèÿ, çàïàñ¼ííàÿ â êîíäåíñàòîðå:

WC(t) =
1

2
QUC =

Q0

2C0

(
1− t2

2C0L

)(
1 +

R

L
t

)
,

WC(0) =
1

2
QUC =

Q0

2C0
.

Ìîìåíò âðåìåíè t1 ïî óñëîâèþ çàäàí êàê t1 = L/R =
√
C0L, çíà÷èò

WC(t1) =
Q0

2C0

(
1− C0L

2C0L

)(
1 +

R

L

L

R

)
=

Q0

2C0

(
1− 1

2

)
(1 + 1) =

Q0

2C0
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì: ∆WC = WC(t1)−WC(0) = 0.

∆WL � ýíåðãèÿ, çàïàñ¼ííàÿ â êàòóøêå èíäóêòèâíîñòè:

∆WL = WL(t1)−WL(0) =
LI2(t1)

2
− LI2(0)

2
=
LI2(t1)

2
.

Íàéä¼ì âåëè÷èíó òîêà â ìîìåíò âðåìåíè t1:

I(t1) =
Q0

C0L
t1 =

Q0

C0L

√
C0L =

Q0√
C0L

.

Ýíåðãèÿ â êàòóøêå:

∆WL =
LI2(t1)

2
=
L

2

Q2
0

C0L
=

Q2
0

2C0
.

Îêîí÷àòåëüíî:

A = WR + ∆WC + ∆WL =
Q2

0

3C0
+ 0 +

Q2
0

2C0
=

5Q2
0

6C0
.

Îòâåò: C(t) = C0
1− t2/2C0L

1 +Rt/L
, A =

5Q2
0

6C0
.

Ïðèìå÷àíèå. Óñëîâèå òîãî, ÷òî íàïðÿæåíèå íà èíäóêòèâíîñòè îñòà-
¼òñÿ ïîñòîÿííûì, ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî êîíå÷íîå âðåìÿ, ïîýòîìó
â ïåðâîì âîïðîñå ñòîèò îãðàíè÷åíèå t < t1 =

√
C0L.
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Çàìåíà èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè ñóììèðîâàíèåì
óðàâíåíèé, ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé

Çàäà÷à 11.6[1]. Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ñõåìà êî-
òîðîé ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 56, âñå ýëåìåíòû èäå-
àëüíûå, èõ ïàðàìåòðû óêàçàíû. Äî çàìûêàíèÿ
êëþ÷à òîê â öåïè îòñóòñòâîâàë. Êëþ÷ íà íåêîòî-
ðîå âðåìÿ çàìûêàþò, à çàòåì ðàçìûêàþò. Ñðàçó
ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à òîê ÷åðåç ðåçèñòîð 3R
ðàâåí I0. Ñðàçó ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à òîê ÷å-
ðåç ýòîò æå ðåçèñòîð ðàâåí 3I0.

3R
R

L

Ðèñ. 56

Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êîòîðîå âûäåëèòñÿ â öåïè ïîñëå ðàçìû-
êàíèÿ êëþ÷à. Íàéäèòå òîê, òåêóùèé ÷åðåç èñòî÷íèê íåïîñðåäñòâåííî
ïåðåä ðàçìûêàíèåì êëþ÷à. Íàéäèòå çàðÿä, ïðîòåêøèé ÷åðåç ðåçèñòîð
3R ïðè çàìêíóòîì êëþ÷å.

Ðåøåíèå. Îïèøåì êà÷åñòâåííî ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ âîçíèêíåò ïîñëå çà-
ìûêàíèÿ êëþ÷à. Ñðàçó ïîñëå çàìûêàíèÿ òîê ÷åðåç êàòóøêó íå ïîòå÷åò
èç�çà å¼ èíåðöèîííîñòè, è âåñü ïîéäåò ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå 3R. Ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè òîê I3R ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå 3R áóäåò óìåíüøàòüñÿ, à
÷åðåç êàòóøêó IL � óâåëè÷èâàòüñÿ (ñîïðîòèâëåíèå èäåàëüíîé êàòóø-
êè äëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà ðàâíî íóëþ), ïîêà íå äîñòèãíåò ìàêñèìóìà
ε/R, îäíàêî êëþ÷ ðàçìûêàþò ðàíüøå.

Ïîñêîëüêó ìàãíèòíûé ïîòîê â êàòóøêå â ìîìåíò ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à
íå ìåíÿåòñÿ, òî òîê â êàòóøêå íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ðàçìûêàíèåì
êëþ÷à è ñðàçó ïîñëå ðàçìûêàíèÿ îäèí è òîò æå, è ðàâåí 3I0.

Òåïëîòà, êîòîðàÿ âûäåëèòñÿ â öåïè ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à, ðàâíà
ýíåðãèè, çàïàñåííîé â êàòóøêå:

Q =
LI2

2
=
L(3I0)

2

2

9

2
LI20 .

Ïîñêîëüêó êàòóøêà � ýëåìåíò èíåðöèîííûé, ñðàçó ïîñëå çàìûêàíèÿ
êëþ÷à òîê ÷åðåç êàòóøêó íå ïîéä¼ò, à ïîéä¼ò ëèøü ÷åðåç ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñîåäèíåííûå ðåçèñòîðû R è 3R:
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3R
R

Ðèñ. 57

Ñðàçó ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à òîê ÷åðåç ðåçèñòîð 3R ðàâåí I0, îòñþäà:

I0 =
ε

3R+R
.

Îòñþäà íàõîäèì ÝÄÑ èñòî÷íèêà: ε = 4I0R.

Ïóñòü Iε � ñèëà òîêà ÷åðåç èñòî÷íèê, òîãäà èç ïðàâèë Êèðõãîôôà
íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ðàçìûêàíèåì êëþ÷à äëÿ êîíòóðà èç 3R è èñ-
òî÷íèêà ìîæíî çàïèñàòü:

IεR+ (Iε − 3I0) · 3R = ε.

Ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ äëÿ ε íàõîäèì òîê ÷åðåç èñòî÷íèê íåïîñðåäñòâåí-
íî ïåðåä ðàçìûêàíèåì êëþ÷à:

Iε =
13

4
I0.

Íàéä¼ì çàðÿä, ïðîòåêøèé ÷åðåç ðåçèñòîð 3R ïðè çàìêíóòîì êëþ÷å
äâóìÿ ñïîñîáàìè.

I ñïîñîá. Èç ïðàâèë Êèðõãîôôà ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàìêíóòîì êëþ÷å
íàïðÿæåíèå íà êàòóøêå è íà ðåçèñòîðå 3R îäèíàêîâîå. Ïóñòü IL �
òîê ÷åðåç êàòóøêó, I3R � òîê ÷åðåç ðåçèñòîð 3R, òîãäà:

∆U = L
∆IL
∆t

= I3R · 3R.

Çäåñü εL = −L∆IL
∆t

� ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè, êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè èç-

ìåíåíèè òîêà â êàòóøêå ∆IL çà íåêîòîðûé ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìå-
íè ∆t. Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå:

L∆IL = I3R∆t · 3R, L∆IL = ∆q3R · 3R.
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Ðàçäåëèì âåñü ïðîìåæóòîê âðåìåíè íà ìàëûå èíòåðâàëû [ti; ti + ∆t]
ðàâíîé äëèíû. Äëÿ êàæäîãî èç ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìîæíî çàïèñàòü:

L(IL(ti + ∆t)− IL(ti)) = (q3R(ti + ∆t)− q3R(ti)) · 3R.

Âèäíî, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè ïî âñåì èíòåðâàëàì îñòàþòñÿ òîëüêî
íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ:

L(3I0 − 0) = (q − 0) · 3R.

Îòñþäà íàõîäèì çàðÿä: q =
L

R
I0.

II ñïîñîá. Ðåøèì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêè, ÷åðåç íàõîæäåíèå çàâèñèìî-
ñòè òîêîâ îò âðåìåíè. Ïóñòü Iε � ñèëà òîêà ÷åðåç èñòî÷íèê, I3R � òîê
÷åðåç ðåçèñòîð ÷åðåç ðåçèñòîð 3R, IL � òîê ÷åðåç êàòóøêó.

Ïî ïåðâîìó ïðàâèëó Êèðõãîôôà:

Iε = IL + I3R.

Ïî âòîðîìó ïðàâèëó Êèðõãîôôà äëÿ êîíòóðà, ñîäåðæàùåãî êàòóøêó
è ðåçèñòîð 3R, ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ äëÿ ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè:

L
dIL
dt
− I3R · 3R = 0,

I3R =
L

3R

dIL
dt

.

Ïî âòîðîìó ïðàâèëó Êèðõãîôôà äëÿ êîíòóðà, ñîäåðæàùåãî èñòî÷íèê
è êàòóøêó:

ε = IεR+ L
dIL
dt

.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ äëÿ Iε è I3R, ïîëó÷àåì:

ε = (IL + I3R)R+ L
dIL
dt

= ILR+
L

3R

dIL
dt

R+ L
dIL
dt

= ILR+
4

3
L
dIL
dt

.

Ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè IL(t), êî-
òîðîå íàäî äîïîëíèòü óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ òîêà â íà÷àëüíûì ìîìåíò
âðåìåíè:

IL(0) = 0.
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Ïîñêîëüêó â øêîëå ðåøåíèå òàêèõ óðàâíåíèé íå èçó÷àþò, âî èçáåæà-
íèå ¾ðîÿëåé èç êóñòîâ¿ â âèäå ãîòîâûõ îòâåòîâ, ïðèìåíèì ñëåäóþ-
ùèé ïðè¼ì. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ IL(t) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåêîòî-
ðûõ äâóõ ôóíêöèé:

IL(t) = a(t) · b(t).

Âñïîìèíàÿ ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé è ïîä-
ñòàâëÿÿ âñå â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

ε = ILR+
4

3
L
dIL
dt

= abR+
4

3
L(a′b+ b′a) = a

(
bR+

4

3
Lb′
)

+
4

3
La′b.

Âûáåðåì ôóíêöèþ b(t) òàê, ÷òîáû

bR+
4

3
Lb′ = 0.

Ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå b è t, è ðàçíîñèì èõ â ðàçíûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

db

b
= −3R

4L
dt.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì:

ln b = −3R

4L
t, b(t) = exp

(
−3R

4L
t

)
.

Ïðè òàêîé ôóíêöèè b(t) èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

ε =
4

3
La′b =

4

3
La′ exp

(
−3R

4L
t

)
,

a′ =
da

dt
=

3ε

4L
exp

(
3R

4L
t

)
.

Èíòåãðèðóåì:

a(t) =
ε

R
exp

(
3R

4L
t

)
+ C,

IL(t) = a(t)b(t) =
ε

R
+ C exp

(
−3R

4L
t

)
.
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Çäåñü C � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðóþ íàéäåì èç íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ IL(0) = 0:

IL(0) =
ε

R
+ C = 0, C = − ε

R
.

Èòîã:

IL(t) =
ε

R

(
1− exp

(
−3R

4L
t

))
.

Êàê âèäíî èç äàííîé ôóíêöèè, â íà÷àëüíûé ìîìåíò òîê ÷åðåç êàòóøêó
ðàâåí íóëþ, à çàòåì óâåëè÷èâàåòñÿ, ñòðåìÿñü ê ïðåäåëó ε/R. Íàéäåì
òîê ÷åðåç ðåçèñòîð 3R:

I3R =
L

3R

d

dt

(
ε

R

(
1− exp

(
−3R

4L
t

)))
=

ε

4R
exp

(
−3R

4L
t

)
.

Àíàëèç ôóíêöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò òîê ìàêñèìàëåí
è ðàâåí

I3R(0) =
ε

4R
= I0,

à äàëüøå ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàåòñÿ. Îòñþäà ïîëó÷àåì ε = 4I0R.
Òîê ÷åðåç ðåçèñòîð ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê:

I3R = I0 exp

(
−3R

4L
t

)
.

Ïðè ðàçìûêàíèè êëþ÷à â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè tx òîê ÷åðåç ðå-
çèñòîð ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì òîêó ÷åðåç êàòóøêó, è ïî óñëîâèþ îí ðàâåí
3I0. Îïðåäåëèì ìîìåíò âðåìåíè tx:

IL(tx) =
ε

R

(
1− exp

(
−3R

4L
tx

))
= 3I0,

1− exp

(
−3R

4L
tx

)
=
R

ε
· 3I0 =

3I0R

4I0R
=

3

4
.

Ìîæíî âûðàçèòü òî÷íîå çíà÷åíèå tx, íî â ýòîé çàäà÷å ýòî èçëèøíå.
Íàéä¼ì çàðÿä, êîòîðûé ïðîéä¼ò ÷åðåç ðåçèñòîð 3R äî ðàçìûêàíèÿ
êëþ÷à (äî ìîìåíòà âðåìåíè tx):
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q =

∫ tx

0
I3R(t)dt =

∫ tx

0
I0 exp

(
−3R

4L
t

)
dt =

= I0
4L

3R

(
− exp

(
−3R

4L
t

)) ∣∣∣∣tx
0

= I0
4L

3R

(
1− exp

(
−3R

4L
tx

))
=

= I0
4L

3R
· 3

4
=
L

R
I0.

Îòâåò: Q =
9

2
LI20 , Iε =

13

4
I0, q =

L

R
I0.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èíòåãðèðîâàíèå,
ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå, ìàëûå âåëè÷èíû

Çàäà÷à 11.7[15]. Àäèàáàòè÷åñêîé íàçûâàåòñÿ àòìîñôåðà, â êîòîðîé
ïîðöèè ãàçà, ïåðåìåùàÿñü ïî âåðòèêàëè áåç òåïëîîáìåíà, îñòàþòñÿ â
ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè. Â ïðèáëèæåíèè àäèàáàòè÷åñêîé àòìîñôåðû
îöåíèòå âûñîòó H àòìîñôåðû Çåìëè è âûñîòó h0 íèæíåé êðîìêè îá-
ëàêîâ. Òåìïåðàòóðà íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè t0 = 27 °C, à îòíîñèòåëüíàÿ
âëàæíîñòü âîçäóõà ϕ = 80%. Ñ÷èòàéòå, ÷òî h0 << H. Âîçäóõ ñ÷èòàòü
èäåàëüíûì äâóõàòîìíûì ãàçîì ñ ìîëÿðíîé ìàññîé µ = 29 ã/ìîëü.

Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà îò òåìïåðàòóðû
ïðèâåäåíà â òàáëèöå 58.

t, °C 6 8 10 12 14 16 18

PH , ìì.ðò.ñò. 7,01 8,05 9,21 10,5 12,0 13,6 15,5

t, °C 20 22 24 26 28 30

PH , ìì.ðò.ñò. 17,5 19,8 22,4 25,2 28,4 31,8

Ðèñ. 58

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïåðåìåùåíèå îäíîãî ìîëÿ âîçäóõà â àòìîñôåðå.
Â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ðàáîòà
âíåøíåãî äàâëåíèÿ (ïî îòíîøåíèþ ê âûäåëåííîé ïîðöèè âîçäóõà) ðàñ-
õîäóåòñÿ íà èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè U è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
µgz. Òîãäà:

P1V1 − P2V2 = U2 − U1 + µg(z2 − z1).
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Ó÷èòûâàÿ U + PV = cV T + RT = cPT , ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå,
ïîëó÷èì:

cP∆T = −µg∆z.

Îòñþäà ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âûñîòû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ìîëÿðíàÿ òåïëî¼ìêîñòü äëÿ äâóõàòîìíîãî ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì îáú¼ìå
ðàâíà 3,5R:

T = T0 −
µg

cP
z = T0 −

2µg

7R
z.

Ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèì ñïîñîáîì. Âûäåëèì ïî-
ëóáåñêîíå÷íûé öèëèíäð âîçäóõà ñ ñå÷åíèåì ïëîùàäè S. Ðàññìîòðèì
íåáîëüøóþ ïîðöèþ íà âûñîòå îò z äî z + dz. Çàïèøåì óñëîâèå ìåõà-
íè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ýòîé ïîðöèè:

P (z)S = P (z + dz)S + gρSdz, dP = −ρgdz.

Èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà-Êëàïåéðîíà:

PV = νRT =
m

µ
RT, ρ =

m

V
=
Pµ

RT
.

dP = −ρgdz = −Pµ
RT

gdz. (8)

Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà â êîîðäèíàòàõ P
è V èìååò âèä PV γ = const, ãäå γ = cP /cV � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.

V =
RT

P
, P

(
RT

P

)γ
= const,

P 1−γtγ = const èëè P = const ·T
γ
γ−1 .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî âûðàæåíèå:

dP

dT
= const · γ

γ − 1
T

γ
γ−1
−1

=
(
const ·T

γ
γ−1

) γ

γ − 1

1

T
=

γ

γ − 1

P

T
. (9)

Äëÿ äâóõàòîìíîãî ãàçà cP = 3,5R, îòñþäà:

γ

γ − 1
=

cP /cV
cP /cV − 1

=
cP

cP − cV
cP
R

=
7

2
.



Òåìàòè÷åñêèå çàäà÷è 85

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (8) è (9), ïîëó÷àåì:

dP

P
=

γ

γ − 1

dT

T
= − µ

RT
gdz,

dT = −γ − 1

γ

µg

R
dz = −2µg

7R
z.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

T = T0 −
µg

cP
z = T0 −

2µg

7R
z.

Âûñîòó àòìîñôåðû ìîæíî îöåíèòü ïî âûñîòå, ïðè êîòîðîé òåìïåðà-
òóðà âîçäóõà îáðàùàåòñÿ â àáñîëþòíûé íîëü:

H ≈ 7RT0
2µg

≈ 30 êì.

Íèæíÿÿ êðîìêà îáëàêîâ îáðàçóåòñÿ â òî÷êå ðîñû, ò. å. íà òàêîé âûñîòå
h0, ïðè êîòîðîé ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå âîäÿíîãî ñòîëáà ñðàâíèâàåòñÿ
ñ äàâëåíèåì íàñûùåííîãî ïàðà P (z). Íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè äàâëåíèå
ïàðà P0 = ϕPH(T0).

Ïî çàêîíàì ãèäðîñòàòèêè, ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå âîäÿíîãî ïàðà ñ âû-
ñîòîé èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó:

dP

dz
= −ρg.

Òàê êàê h0 << H, òî ìîæíî ñ÷èòàòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû è äàâëå-
íèÿ âîçäóõà ìàëûìè, ïîýòîìó åãî ïëîòíîñòü ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííà è
ðàâíà

ρ ≈ P0µH2O

RT0
.

Òîãäà äàâëåíèå èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó:

P (z)

PH(T0)
≈ P0

PH(T0)
− ρgz

PH(T0)
= ϕ

(
1− µH2Ogz

RT0

)
.

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ íàñûùåííîãî ïàðà îò òåìïå-
ðàòóðû è çíàÿ çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âûñîòû, ïîñòðîèì ãðàôèê
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çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ íàñûùåííîãî ïàðà PH(z)/PH(T0) îò âûñîòû z
(ñì. ðèñ. 59). Íà ýòîé æå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïîñòðîèì ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïàðöèàëüíîãî äàâëåíèÿ âîäÿíîãî ïàðà P (z)/PH(T0). Àáñ-
öèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ãðàôèêîâ è áóäåò èñêîìîé âûñîòîé.

PH(z)
P(z)

z, km

P H
/P

H(
T 0
)

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

Ðèñ. 59

Èç ãðàôèêîâ ïîëó÷àåì, ÷òî h0 ≈ 0,43 êì. Çàìåòèì, ÷òî íà ýòîé âûñîòå
ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå ïàðîâ ïîíèçèëîñü ïðèìåðíî íà 6% ïî ñðàâíå-
íèþ ñ äàâëåíèåì ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè, à òåìïåðàòóðà � ìåíåå, ÷åì íà
2%, ÷òî âïîëíå îïðàâäûâàåò íàøè ïðèáëèæåíèÿ.

Îòâåò: 30 êì, 0,43 êì.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê, êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 11.8[14]. Âñÿ ïîâåðõíîñòü ïëîñêîãî ýêðà-
íà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ìàòîâîå ñòåêëî, îñâå-
ùàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïó÷êîì ëó÷åé, íàïðàâëåí-
íûì ïåðïåíäèêóëÿðíî ýêðàíó. Òîëñòóþ ëèíçó â
âèäå ïîëîâèíêè ñòåêëÿííîãî øàðà ðàñïîëîæèëè
ïåðåä ýêðàíîì òàê, ÷òî ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü ëèí-
çû ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè ýêðàíà (ñì. ðèñ. 60).
Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà ëèíçû n = 2,0.
Äèàìåòð ëèíçû, ìåíüøå ðàçìåðîâ ýêðàíà. Ðèñ. 60

Îïðåäåëèòå ðàññòîÿíèå L1 îò ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ëèíçû äî ýêðàíà,
åñëè íà ýêðàíå íàáëþäàåòñÿ êàðòèíà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 61.
Çäåñü ïóíêòèðíûå ëèíèè êàñàþòñÿ âíåøíåé ãðàíèöû îáëàñòè ñ ïåðå-
ìåííîé îñâåù¼ííîñòüþ.

Îïðåäåëèòå ðàññòîÿíèå L2 îò ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ëèíçû äî ýêðàíà,
åñëè íà ýêðàíå íàáëþäàåòñÿ êàðòèíà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 62.

0 1 2 3 4 см

0
1

2
3

4
см

Ðèñ. 61

0 1 2 3 4 см

0
1

2
3

4
см

Ðèñ. 62

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì õîä ëó÷åé â ëèíçå. Ïëîñêóþ ãðàíèöó ëèíçû âñå
ëó÷è ïðîõîäÿò áåç ïðåëîìëåíèÿ. À âîò èç ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
âûõîäÿò íå âñå ëó÷è. ×àñòü èç íèõ èñïûòûâàåò ïîëíîå îòðàæåíèå.
Íàéäåì ïðåäåëüíûé óãîë ïàäåíèÿ, ïðè êîòîðîì ëó÷è ïåðåñòàþò âûõî-
äèòü çà ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü: n · sinαïð = 1,0. Îòñþäà αïð = 30°.
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Ïîñòðîèì õîä íåêîòîðûõ ëó÷åé. Èç äàííîé êàðòèíêè (ñì. ðèñ. 63) ïî-
íÿòíî, ïî÷åìó â ïåðâîì ñëó÷àå ìû íàáëþäàåì íà ýêðàíå êîëüöî áîëåå
ÿðêîå, ÷åì âñÿ ïîâåðõíîñòü ýêðàíà. Ýòî êîëüöî ñîçäàåòñÿ êàê ëó÷àìè,
ïðîøåäøèìè ìèìî ëèíçû, òàê è íåêîòîðûìè ëó÷àìè, ïðîøåäøèìè
ñêâîçü íå¼. Ïðè ýòîì âíåøíÿÿ ãðàíèöà ÿðêîãî êîëüöà îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ðàç ëó÷îì, ïàäàþùèì íà ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ïîä ïðåäåëü-
íûì óãëîì 30°.

P

M

L

Q

Ðèñ. 63

B
C

D

E

A

O

Ðèñ. 64

Äèàìåòð æå òåìíîãî öåíòðàëüíîãî ïÿòíà ðàâåí äèàìåòðó ëèíçû. Îïðå-
äåëèì ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîé ëèíåéêè âíåøíèé äèàìåòð êîëüöà D =
= 2,90 ñì è äèàìåòð âíóòðåííåãî òåìíîãî êðóãà d = 2,10 ñì.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ëó÷. Îòìå÷åííûé óãîë ðàâåí 30°, CD =
d

2
=

= R = 1,05 ñì (ñì. ðèñ. 64).

CE =
D

2
= 1,45 ñì.

Ïóñòü L � èñêîìîå ðàññòîÿíèå, òîãäà AB = L−R cosαïð.

BD =
D

2
+R sinαïð,

AB

BD
= tgαïð.

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

L1 =

D

2
sinαïð +R

cosαïð
= 2,05 ñì.

Âî âòîðîì ñëó÷àå òî÷êè D è E äîëæíû ñîâïàñòü. Òîãäà D = d = 2R.

L2 =
R sinαïð +R

cosαïð
= 1,82 ñì.

Îòâåò: L1 = 2,05 ñì, L2 = 1,82 ñì.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 11.9. Äâå áóñèíêè, êàæ-
äàÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì q è
ìàññîé m, ìîãóò ñêîëüçèòü áåç òðå-
íèÿ ïî æåñòêîìó, íåïðîâîäÿùåìó
ñòåðæíþ.

B
m,q

R
O

m,q

R

Ðèñ. 65
Ñèñòåìó ïîìåùàþò â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ èíäóêöèåé B è
ïðèâîäÿò âî âðàùåíèå c ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω âîêðóã
îñè O, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñòåðæíþ è ïàðàëëåëüíîé íàïðàâëåíèþ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñì. ðèñ. 65).

Îêàçàëîñü, ÷òî øàðèêè íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè (îòíîñèòåëüíî ñòåðæ-
íÿ) íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè R îò îñè O ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ
óãëîâîé ñêîðîñòè ω1 è ω2. Íàéòè çàðÿä q, ñ÷èòàÿ èçâåñòíûìè m, B,
ω1 è ω2. Íàéòè R, ñ÷èòàÿ èçâåñòíûìè M , B, ω1 è ω2. Ñèëîé òÿæåñòè,
ñèëàìè ñîïðîòèâëåíèÿ, à òàêæå ìàãíèòíûì ïîëåì, èíäóöèðîâàííûì
áóñèíêàìè, ïðåíåáðå÷ü.

Îòâåò: q =
m(ω1 + ω2)

B
, R = 3

√
km(ω1 + ω2)

2

4ω1ω2B2
.

Çàäà÷à 11.10. Öåïü ñîñòîèò èç êàòóøêè èí-
äóêòèâíîñòüþ L = 1 Ãí, ðåçèñòîðà ñîïðîòèâ-
ëåíèåì R = 1 Îì, èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî íà-
ïðÿæåíèÿ, îãðàíè÷èâàþùåãî ðåçèñòîðà è êëþ÷à
(ñì. ðèñ. 66). ×åðåç çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ ïîñëå çà-
ìûêàíèÿ êëþ÷à ñèëà òîêà ÷åðåç áàòàðåéêó óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé I0 = 0,1 À.

RL

Ðèñ. 66

Îïðåäåëèòå ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå 1%, íà êàêóþ âåëè÷èíó ∆I èçìåíèòñÿ
òîê ÷åðåç êàòóøêó çà âðåìÿ τ = 10−2 ñ ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à? Âñå
ýëåìåíòû öåïè ìîæíî ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè.

Îòâåò: ∆I = −1 ìÀ.

Çàäà÷à 11.11. Â ðå÷êå ïîéìàëè êàðàñÿ è ïîñàäèëè â øàðîîáðàçíûé
àêâàðèóì ðàäèóñà R, à ðÿäîì ïîñòàâèëè òî÷íî òàêîé æå àêâàðèóì ñ
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çîëîòîé ðûáêîé (ñì. ðèñ.67). Êàðàñþ òàêàÿ ñîñåäêà ïîêàçàëàñü íåîáû÷-
íîé, è îí íà÷àë ñ èíòåðåñîì ðàçãëÿäûâàòü å¼, ïëàâàÿ â öåíòðå àêâàðè-
óìà. Çàìåòèâ íàáëþäåíèå, çîëîòàÿ ðûáêà òîæå çàìåðëà â öåíòðå àê-
âàðèóìà è ñòàëà âãëÿäûâàòüñÿ â ñîñåäà. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè ñ òî÷êè
çðåíèÿ êàðàñÿ ïëàâàåò çîëîòàÿ ðûáêà, åñëè ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ
âîäû â àêâàðèóìàõ ðàâåí n = 4/3? Âî ñêîëüêî ðàç âèäèìûé ïîïå-
ðå÷íûé ðàçìåð çîëîòîé ðûáêè îòëè÷àåòñÿ îò å¼ èñòèííîãî ðàçìåðà?
Ïðÿìîå èëè ïåðåâ¼ðíóòîå èçîáðàæåíèå ñîñåäêè âèäèò êàðàñü?

R

n

Ðèñ. 67

Îòâåò: 3R, 2, ïðÿìîå óâåëè÷åííîå èçîáðàæåíèå.
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