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Êèíåìàòèêà ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

Êèíåìàòèêà ïðÿìîëèíåéíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

Ìåõàíè÷åñêè äâèæåíèåì íàçûâàåòñÿ èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ òåë èëè èõ
÷àñòåé â ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Òðàåêòîðèåé òåëà íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ, âäîëü êîòîðîé äâèæåòñÿ òåëî.

Ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì, � ýòî äëèíà åãî òðàåêòîðèè. Ïåðåìåùåíè-
åì ∆~r òåëà ìû áóäåì íàçûâàòü âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëüíóþ è
êîíå÷íóþ òî÷êè äâèæåíèÿ.

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü (ïóòåâàÿ) � ýòî âåëè÷èíà, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ âñåãî
ïóòè, ïðîéäåííîãî òåëîì, êî âñåìó âðåìåíè, êîòîðîå ïîíàäîáèëîñü äëÿ
ïðîõîæäåíèÿ ýòîãî ïóòè:

vñð =
Sâåñü
tâñ¼

=
∆S

∆t
.

Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü (èëè ñêîðîñòü â äàííîé òî÷êå) õàðàêòåðèçóåò
äâèæåíèå òåëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè:

vìãí = lim
∆t→0

∆S

∆t
.

Åñëè òåëî äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v âäîëü îñè x, òî òàêîå
äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì, à çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû òåëà
îò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

x(t) = x0 + vxt,

ãäå x0 � íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà òåëà (êîîðäèíàòà òåëà â ìîìåíò âðå-
ìåíè t = 0), vx � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè òåëà íà îñü x.

Ãðàôèêîì ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ â îñÿõ x(t) ÿâëÿåòñÿ íàêëîííàÿ
ïðÿìàÿ, ïðèòîì óãîë íàêëîíà õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó ñêîðîñòè � ÷åì
êðó÷å èäåò ïðÿìàÿ, òåì áîëüøå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè.
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тело №1

тело №3

тело №2

t
0

x

x0

t

Ðèñ. 1

тело №1

тело №3

тело №2

t0

v

v1

v3

v2

Ðèñ. 2

Òàêæå åñëè ïðÿìàÿ âîçðàñòàåò, òî òåëî äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè
x, åñëè æå ïðÿìàÿ óáûâàåò � òî ïðîòèâ. Ïóñòü òðè òåëà îäíîâðåìåííî
ñòàðòîâàëè èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x0 ñ íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè v1,
v2 è v3. Èç ãðàôèêà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî òåëà � 1 è � 2 íà÷àëè
äâèãàòüñÿ âäîëü îñè x, ïðèòîì ñêîðîñòü òåëà � 1 áîëüøå ñêîðîñòè
òåëà � 2, v1 > v2 (ïðÿìàÿ � 1 èäåò êðó÷å ïðÿìîé � 2). Òåëî � 3
ïîåõàëî ïðîòèâ îñè x, ïðîåêöèÿ v3x < 0, íî òàê êàê ïðÿìàÿ � 3 èäåò
êðó÷å ïðÿìîé � 1 è � 2, òî v3 > v1 > v2. Òàêæå â ìîìåíò âðåìåíè t

′

òåëî � 3 ïåðåñåêëî íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ãðàôèê v(t) áóäåò âûãëÿäåòü êàê ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ.

Êèíåìàòèêà ïðÿìîëèíåéíîãî íåðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ

Åñëè â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ñêîðîñòü òåëà ìåíÿåòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî
òåëî äâèãàåòñÿ ñ óñêîðåíèåì. Åñëè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ñêîðîñòü
òåëà èçìåíèëàñü íà ∆v (ðàçíèöà êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé ñêîðîñòåé), òî
ñðåäíåå óñêîðåíèå çà âðåìÿ ∆t ðàâíî

añð =
vêîí − víà÷

∆t

∆v

∆t
.

Ìãíîâåííîå óñêîðåíèå (èëè ïðîñòî óñêîðåíèå) â òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå, àíàëîãè÷íîé ìãíîâåííîé ñêîðîñòè â òî÷êå.

aìãí = lim
∆t→0

∆v

∆t
.
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Åñëè òåëî äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì âäîëü ïðÿìîé, òî òàêîå
äâèæåíèå íàçûâàþò ïðÿìîëèíåéíûì ðàâíîóñêîðåííûì (èëè ðàâíîçà-
ìåäëåííûì). Ñêîðîñòü òåëà îò âðåìåíè òîãäà áóäåò ñëåäóþùèé âèä:

#�v (t) = #�v0 + #�a t,

èëè â ïðîåêöèè íà îñü x:

vx(t) = v0x + axt.

Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îò âðåìåíè ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè
èìååò âèä:

x(t) = x0 + v0xt+
axt

2

2
.

Ãðàôèêîì çàâèñèìîñòè ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ â îñÿõ x(t) ÿâëÿ-
åòñÿ ïàðàáîëà, â îñÿõ v(t) � íàêëîííàÿ ïðÿìàÿ (÷åì êðó÷å ïðÿìàÿ �
òåì áîëüøå óñêîðåíèå, ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íî ðàâíîìåðíîìó äâèæå-
íèþ), à â îñÿõ a(t) � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ.

Ïóñòü òåëî äâèãàåòñÿ ïî çàêîíó: x(t) = x0 +v0xt+
axt

2

2
, Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî x0 > 0, v0x < 0, ax > 0. Ïîñòðîèì ãðàôèêè â îñÿõ x(t), v(t) è a(t).
Ìîìåíò âðåìåíè τ ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó, êîãäà ñêîðîñòü ñòàíîâèòñÿ

ðàâíîé íóëþ, τ =
|v0x|
ax

.

a

ax
t

t
t

v

v0x

x

x0
τ

Ðèñ. 3
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Äâèæåíèå òåë â ïîëå òÿæåñòè

Ïðè äâèæåíèè òåë â ïîëå òÿæåñòè (â ñâîáîäíîì ïîëåòå) âñå òåëà äâèãà-
þòñÿ ñ îäèíàêîâûì óñêîðåíèåì, ðàâíûì g = 9,81 ì/ñ2, íàïðàâëåííûì
âåðòèêàëüíî âíèç.

Åñëè áðîñèòü òåëî ïîä íåêèì óãëîì ê ãîðèçîíòó, òî òðàåêòîðèåé áóäåò
ïàðàáîëà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ óäîáíî âûáðàòü äâå îñè (÷àùå âñåãî âåðòèêàëü-
íî è ãîðèçîíòàëüíî), è ðàñïèñàòü äâèæåíèå ïî êàæäîé îñè îòäåëüíî
(áîëåå ïîäðîáíî äàííûé ïðèåì ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìåòîäè÷åñêîì ïîñî-
áèè çà 8 êëàññ).

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 1. Äâà îäèíàêîâûõ øàðèêà áðîøåíû âåðòèêàëüíî ââåðõ èç
îäíîé òî÷êè ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè. Âòîðîé øàðèê
áûë áðîøåí ÷åðåç t ñ ïîñëå ïåðâîãî øàðèêà. Îíè âñòðåòèëèñü â âîç-
äóõå ÷åðåç T ñ ïîñëå áðîñêà ïåðâîãî øàðèêà. Îïðåäåëèòå íà÷àëüíóþ
ñêîðîñòü øàðèêîâ. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáåðåì îñü y, íàïðàâèâ å¼ âåðòèêàëüíî
ââåðõ, è äëÿ äàííîé îñè çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðèêîâ. Çà
íà÷àëî îòñ÷åòà âûáåðåì ìîìåíò áðîñàíèÿ ïåðâîãî øàðèêà:

t1(τ) = v0τ −
gτ2

2
,

y2(τ) = v0(τ − t)− g(τ − t)2

2
.

Â ìîìåíò âðåìåíè τ = T øàðèêè âñòðåòèëèñü, çíà÷èò y1(T ) = y2(T ):

v0T −
gT 2

2
= v0(T − t)− g(T − t)2

2
.

Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ïîëó÷èì:

v0t =
g

2
(2Tt− t2),
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v0 = g

(
T − t

2

)
.

Îòâåò: v0 = g

(
T − t

2

)
.

Çàäà÷à 2. Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì çàâèñèìî-
ñòè ïðîåêöèè ñêîðîñòè òî÷êè îò âðåìåíè
(ðèñ. 4), ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè å¼
óñêîðåíèÿ îò âðåìåíè.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèê ñîñòîèò èç
äâóõ íàêëîííûõ è îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé

ïðÿìîé. Òàê êàê ax =
vx2 − vx1

∆t
, òî íà

ïåðâîì ó÷àñòêå ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ ðàâ-

íà a1 =
−2− 2

2
= −2 ì/ñ.

1 2 3 4 5 t, c

-2

0

1

2 ax, м/с2

Ðèñ. 4

Íà âòîðîì ó÷àñòêå ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè íå ìåíÿëàñü, çíà÷èò ïðîåêöèÿ
óñêîðåíèÿ ðàâíà íóëþ, a2 = 0. Íà òðåòüåì ó÷àñòêå ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ

ðàâíà a3 =
0− (−2)

2
= 1 ì/ñ2.

Çíàÿ âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ìû ìîæåì ïî-
ñòðîèòü çàâèñèìîñòü ax(t).

Çàäà÷à 3[?]. Çàâîä, íà êîòîðîì ðàáîòàåò èíæåíåð, íàõîäèòñÿ çà ãîðî-
äîì. Êàæäûé ðàç ê ïðèõîäó ïîåçäà íà ñòàíöèþ ïðèåçæàåò çàâîäñêàÿ
ìàøèíà, êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò èíæåíåðà íà ìåñòî ðàáîòû. Îäíàæäû èí-
æåíåð ïðèåõàë íà ñòàíöèþ íà ÷àñ ðàíüøå îáû÷íî è, íå äîæèäàÿñü ìà-
øèíû, ïîøåë íà çàâîä ïåøêîì. Ïî äîðîãå îí âñòðåòèë àâòîìàøèíó è
ïðèåõàë íà çàâîä íà 10 ìèíóò ðàíüøå îáû÷íîãî. Ñêîëüêî âðåìåíè øåë
èíæåíåð äî âñòðå÷è ñ çàâîäñêîé àâòîìàøèíîé?

K E M

D
C

A
B N t, мин

10 мин60

Ðèñ. 5

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó ãðàôè÷åñêè. Äëÿ
ýòîãî ïîñòðîèì ãðàôèêè äâèæåíèÿ àâ-
òîìàøèíû è èíæåíåðà â äâóõ ñëó÷àÿõ.
AMN � ãðàôèê îáû÷íîãî äâèæåíèÿ àâ-
òîìàøèíû (êîãäà îíà çàáèðàåò èíæåíåðà
îò ñòàíöèè), CD � ãðàôèê äâèæåíèÿ èí-
æåíåðà äî âñòðå÷è ñ ìàøèíîé â òî÷êå D,
DB � ãðàôèê äâèæåíèÿ ìàøèíû ïîñëå
âñòðå÷è èíæåíåðà.
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Òàê êàê ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ îäèíàêîâà â îáîèõ ñëó÷àÿõ, òî ∆KDM �

ðàâíîáåäðåííûé, DE � âûñîòà, çíà÷èò KE = EM =
1

2
KM =

1

2
BN =

= 5 ìèí. Îòêóäà âðåìÿ äâèæåíèÿ èíæåíåðà äî âñòðå÷è ñ àâòîìîáèëåì
ðàâíî CE = CM = EM = 55 ìèí.

Îòâåò: 55 ìèí.

Çàäà÷à 4[3]. Ïî ãðàôèêó çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû îò âðåìåíè ïî-
ñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò âðåìåíè.

x, м
M

F GA

B 10
5
O

D
EC

H
1 2 3 4t, с-1-2

-5

Ðèñ. 6

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî ïî ðèñóí-
êó íåëüçÿ òî÷íî îïðåäåëèòü, ãäå èìåííî ãðàôèê ïåðåñåêàåò îñü âðå-
ìåíè. Íî ãðàôèê � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Íà ó÷àñòêå îò −2 äî 4
ñåêóíä ãðàôèê ñîñòîèò èç òðåõ áîëüøèõ òðåóãîëüíèêîâ (âûøå îñè t) è
äâóõ ìàëåíüêèõ (íèæå îñè t), ïðèòîì òðåóãîëüíèêè ∆ABC è ∆CDE
ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 2 (âûñîòû ðàâíû 10 è 5 ìåòðîâ,
ñîîòâåòñòâåííî). Ïóñòü CD = τ , òîãäà AC = 2τ . Îòêóäà ïîëó÷àåì:

AH = AC + CE + EF + FG+GH = 8τ = ñ,

τ =
3

4
ñ.

Òàê âñå ó÷àñòêè � íàêëîííûå ïðÿìûå â êîîðäèíàòàõ x(t), à ïðÿìûå
ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû AB||DM , BD||MF , è ò. ä.), òî íà âñåõ ó÷àñòêàõ
AB,DM, . . . ó òåëà íåêàÿ ñêîðîñòü v1, à íà ó÷àñòêàõ BD,MF, . . . �
íåêàÿ ñêîðîñòü v2.
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Òàê êàê AC = 2τ = 1,5 ñ, òî CO = 0,5 ñ.

vx, м/с

t, c
4

3

2 1

-10

20

10

-2 -1

3

41

4

2

Ðèñ. 7

Íà ó÷àñòêå CD òåëî ïðîøëî ïóòü
5 ìåòðîâ çà 0,5 ñåêóíäû, çíà÷èò
ñêîðîñòü v2 = 10 ì/ñ, à ïðîåê-
öèÿ íà îñü x îòðèöàòåëüíà è ðàâíà
v2x = −10 ì/ñ. Íà ó÷àñòêå DE òå-
ëî òàêæå ïðîøëî ïóòü 5 ìåòðîâ çà

OE = CE−CO =
3

4
− 2

4
=

1

4
(ñ), îò-

êóäà íàõîäèì v1 = 20 ì/ñ è ïðîåê-
öèÿ íà îñü x ïîëîæèòåëüíà è ðàâíà
v1x = 20 ì/ñ.
Çíàÿ ïðîåêöèè ñêîðîñòåé, íàðèñó-
åì ãðàôèê v(t) (ðèñ. 7).

Çàäà÷à 5[3]. Òåëî â òå÷åíèå âðåìåíè t0
äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v0. Çà-
òåì ñêîðîñòü åãî ëèíåéíî íàðàñòàåò ñî âðå-
ìåíåì òàê, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè 2t0 îíà
ðàâíà 2v0. Îïðåäåëèòå ïóòü, ïðîéäåííûé
òåëîì çà âðåìÿ t > t0.

v

t2t0t0

v0

2v0

Ðèñ. 8

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðîéäåííûé ïóòü ðàâåí, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîáõî-
äèìî íàéòè ïëîùàäü ïîä äàííûì ó÷àñòêîì (ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîé
ôèãóðû). Èç óñëîâèÿ ÿñíî, ÷òî íàêëîííûé ó÷àñòîê ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòð, çíà÷èò çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè íîñèò ëèíåéíûé õà-
ðàêòåð, v(t) = αt.

v

t2t0t0

v0

2v0

t

Ðèñ. 9

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì α =
v0

t0
,

v(t) =
v0

t0
t. Ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîé ôè-

ãóðû íàéäåì êàê ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíè-
êà è òðàïåöèè. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíè-
êà S1 = v0 · t0, ïëîùàäü òðàïåöèè S2 =

=
v0 + v(t)

2
(t− t0). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïî-

ëó÷àåì:
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S = S1 + S2 = v0 · t0 +
v0 + v0

t0
t

2
(t− t0),

S = v0t0 +
v0(t2 − t20)

2t0
.

Îòâåò: S = v0t0 +
v0(t2 − t20)

2t0
.

Çàäà÷à 6[3]. Äâå ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âûøëè èç îäíîé
òî÷êè. Ïî ãðàôèêàì ñêîðîñòè îò âðåìåíè îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû è
âðåìÿ íîâîé âñòðå÷è ÷àñòèö.

x

6 t

B

A

τ

Ðèñ. 10

Ðåøåíèå. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü
ãðàôè÷åñêè � äëÿ ýòîãî íàäî ïîñòðîèòü
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû òåë îò
âðåìåíè (ýòî áóäåò ïàðàáîëà è ïðÿìàÿ) è
íàéòè êîîðäèíàòó ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ
(òî÷êà B). Â òî÷êå A ñêîðîñòè ñîâïàäàþò
(ìîìåíò âðåìåíè t = 6 ñ), Ðàâåíñòâî ñêî-
ðîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðàëëåëüíîñòü
êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêàì â êîîðäèíàòàõ
x(t).

Íî ìû ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî
çàïèøåì îñíîâíîå óðàâíåíèå êèíåìàòèêè � çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû
òåëà îò âðåìåíè. Äëÿ óñëîâíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî òåëà íà÷àëè äâè-
æåíèå èç îäíîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x0 = 0. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæå-
íèÿ äëÿ ïåðâîãî òåëà ïðèìåò âèä (äëÿ òåëà, äâèãàþùåãîñÿ ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ v0 = 2 ì/ñ):

x1(t) = x0 + v0t = 2t.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äðóãîãî òåëà, ñíà÷àëà, íàéäåì
óñêîðåíèå:

a =
∆v

∆t
=

2 ì/ñ

6 ñ
=

1

3
ì/ñ2.

Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèìåò âèä:

x2(t) = x0 + v0t+
at2

2
=
t2

6
.
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Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è òåëà âñòðåòèëèñü â ìîìåíò âðåìåíè τ , òî:

x1(τ) = x2(τ),

2τ =
τ2

6
,[

τ = 0 ñ,

τ = 12ñ.

Îòêóäà ïîëó÷àåì âðåìÿ âñòðå÷è τ = 12 ñ, êîîðäèíàòà â ìîìåíò âñòðå÷è
x1(τ) = x2(τ) = 24 ì.

Îòâåò: τ = 12 ñ, x1(τ) = x2(τ) ì.

Çàäà÷à 7. Èç òðåõ òðóá, ðàñïîëîæåííûõ íà çåìëå, ñ îäèíàêîâîé ñêî-
ðîñòüþ áüþò ñòðóè âîäû ïîä óãëàìè 60°, 45° è 30° ê ãîðèçîíòó. Íàéòè
îòíîøåíèå âûñîò ïîäúåìà ñòðóè âîäû, âûòåêàþùèõ èç òðóá, è îòíî-
øåíèå äàëüíîñòåé ïàäåíèÿ âîäû íà çåìëþ.

Ðåøåíèå. Äëÿ ìàêñèìàëüíîé âûñîòû ïîäúåìà âîäû âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé ìàêñèìàëüíîé âûñîòû ïîäúåìà òåëà, áðîøåííîãî ïîä óãëîì
ê ãîðèçîíòó:

Hmax =
v2

0 sin2 α

2g
.

Òàê êàê

sin 30° =
1

2
, sin 45° =

√
2

2
, sin 60° =

√
3

3
,

òî

Hmax(α = 30°) =
v2

0

8g
, Hmax(α = 45°) =

v2
0

4g
, Hmax(α = 60°) =

3v2
0

8g
,

à îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíûõ âûñîò ïîäúåìà ðàâíî

Hmax(α = 60°) : Hmax(α = 45°) : Hmax(α = 30°) = 3 : 2 : 1.

Ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü ïîëåòà ìû áóäåì èñêàòü ïî ôîðìóëå

Lmax =
v2

0 sin 2α

g
.
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Òàê êàê

sin(2 · 30°) = sin 60° =

√
3

2
, sin(2 · 45°) = sin 90° = 1,

sin(2 · 60°) = sin(120°) =

√√
32,

òî

Lmax(α = 60°) : Lmax(α = 45°) : Lmax(α = 30°) =

√
3

2
: 1 :

√
3

2
.

Çàäà÷à 8[1]. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ïðÿìîëèíåé-
íî ñ óñêîðåíèåì a, èçìåíÿþùèìñÿ ïî âðåìåíè òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 11. ×åðåç êàêîå âðåìÿ êîðàáëü óäàëèòñÿ îò èñõîäíîé òî÷êè â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå? Íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü êîðàáëÿ ðàâíà íóëþ.

1 5 10 15 t, c
-1
0
1
2

a, м/с2

Ðèñ. 11

Ðåøåíèå. Ïî ãðàôèêó çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ îò âðåìåíè a = a(t)
ñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò âðåìåíè v = v(t), ïëîùàäü
ïîä êîòîðûì ÷èñëåííî ðàâíà ïåðåìåùåíèþ. Èç ïîñòðîåííîãî ãðàôèêà
(ñì. ðèñ. 12) âèäíî, ÷òî êîðàáëü óäàëèëñÿ íà ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
÷åðåç 12 ñåêóíä ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.

-4
-2

0

2
4

1 5 10
15

20 t, c

v, м/с

Ðèñ. 12
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 9[?]. Òðîå òóðèñòîâ, îáëàäàþùèõ îäíèì âåëîñèïåäîì, äîëæíû
ïðèáûòü íà áàçó â êðàò÷àéøèé ñðîê (âðåìÿ îöåíèâàåòñÿ ïî ïîñëåäíå-
ìó ïðèáûâøåìó). Âåëîñèïåä ìîæåò âçÿòü ëèøü äâîèõ, ïîýòîìó òðåòüå-
ìó òóðèñòó ïðèõîäèòñÿ ñíà÷àëà èäòè ïåøêîì. Âåëîñèïåäèñò äîâîçèò
âòîðîãî òóðèñòà äî íåêîòîðîé òî÷êè äîðîãè, îòêóäà òîò ïðîäîëæàåò
äâèæåíèå ïåøêîì, è âîçâðàùàåòñÿ çà òðåòüèì. Íàéäèòå ñðåäíþþ ñêî-
ðîñòü òóðèñòîâ, åñëè ñêîðîñòü ïåøåõîäà v1 = 4 êì/÷, à âåëîñèïåäèñòà
v2 = 20 êì/÷ (ðåøèòü çàäà÷ó ãðàôè÷åñêè).

Çàäà÷à 10[?]. Ïî÷òîâàÿ ñâÿçü ìåæäó ðå÷íûìè ïðèñòàíÿìè M è K
îñóùåñòâëÿåòñÿ äâóìÿ êàòåðàìè. Â óñëîâëåííîå âðåìÿ êàòåðà îòïëû-
âàþò îò ñâîèõ ïðèñòàíåé îò ñâîèõ ïðèñòàíåé, âñòðå÷àþòñÿ, îáìåíè-
âàþòñÿ ïî÷òîé è âîçâðàùàþòñÿ îáðàòíî. Åñëè êàòåðà îòïëûâàþò îò
ñâîèõ ïðèñòàíåé îäíîâðåìåííî, òî êàòåð, âûõîäÿùèé èç K, òðàòèò íà
ïóòü â îáà êîíöà 3 ÷, à êàòåð èç M òðàòèò 1,5 ÷. Ñêîðîñòè îáîèõ êà-
òåðîâ îòíîñèòåëüíî âîäû îäèíàêîâû. Íà ñêîëüêî ïîçæå êàòåðà èç K
äîëæåí îòïëûòü êàòåð èç M , ÷òîáû îáà íàõîäèëèñü â ïóòè îäíî è òî
æå âðåìÿ (ðåøèòü çàäà÷ó ãðàôè÷åñêè).

Çàäà÷à 11[3]. Ïî ãðàôèêàì çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò âðåìåíè ïîñòðîé-
òå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Íàéäèòå â ñëó÷àÿõ
á) è â) ñðåäíþþ ñêîðîñòü çà áîëüøîå âðåìÿ.

x(0)=2 м

a

t, c 0
2 м/с

v, м/с x(0)=-1 мx(0)=-1 м

t, c t, c0 0
вб

v, м/сv, м/с

2 с

Ðèñ. 13

Çàäà÷à 12[3]. Èç îäíîé è òîé æå òî÷êè âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ èíòåðâà-
ëîì âðåìåíè ∆t âûáðîøåíû äâà øàðèêà ñî ñêîðîñòüþ v. ×åðåç êàêîå
âðåìÿ ïîñëå âûëåòà âòîðîãî øàðèêà îíè ñòîëêíóòñÿ?

Çàäà÷à 13[3]. Èç îòâåðñòèÿ øëàíãà, ïðèêðûòîãî ïàëüöåì, áüþò äâå
ñòðóè ïîä óãëîì α è β ê ãîðèçîíòó ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ v. Íà
êàêîì ðàññòîÿíèè îò îòâåðñòèÿ îò ãîðèçîíòàëè ñòðóè ïåðåñåêóòñÿ?
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g

a β

Ðèñ. 14

v

v

2a

Ðèñ. 15

Çàäà÷à 14[3]. Äâà ñòåðæíÿ ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 2α è äâèæóòñÿ ñ
ðàâíûìè ñêîðîñòÿìè v ïåðïåíäèêóëÿðíî ñàìèì ñåáå. Êàêîâà ñêîðîñòü
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñòåðæíåé?

Çàäà÷à 15[3]. Ïî ãðàôèêó çàâèñèìîñòè
óñêîðåíèÿ îò âðåìåíè óñòàíîâèòå ñêîðîñòü
â ìîìåíòû âðåìåíè 4 è 15 ñ, åñëè â ìîìåíò
âðåìåíè 1 ñ ñêîðîñòü áûëà ðàâíà 3 ì/ñ.

0 2 5 9 12 t, c

a, м/с2

60

Ðèñ. 16
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Èíåðöèàëüíûå è íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà,

çàêîíû Íüþòîíà

Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ñèñòåìû
îòñ÷¼òà, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ òåëî äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëè-
íåéíî èëè íàõîäèòñÿ â ïîêîå, åñëè íà íåãî íå äåéñòâóþò äðóãèå òåëà,
èëè äåéñòâèÿ äðóãèõ òåë ñêîìïåíñèðîâàíû.

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà óòâåðæäàåò, ÷òî â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷¼òà óñêîðåíèå #�a òåëà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàâíîäåéñòâóþùåé

#�

F
âñåõ ïðèëîæåííûõ ê òåëó ñèë è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ìàññå òåëà:

#�a =

#�

F

m
.

Â áîëåå óäîáíîé çàïèñè âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ïðèíèìàåò âèä:

#�

F = m #�a .

Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ ñèë
#�

F =
# �

F1 +
# �

F2 + . . . +
# �

Fn ðàâíà âåêòîðíîé
ñóììå âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
âåêòîðà óñêîðåíèÿ è ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ ñèë ñîíàïðàâëåíû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî óñêîðåíèå íàïðàâëåíî â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è ðàâíîäåé-
ñòâóþùàÿ âñåõ ñèë.

Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà ãëàñèò, ÷òî òåëà, ïðè âçàèìîäåéñòâèè, äåé-
ñòâóþò äðóã íà äðóãà ñ ñèëàìè ðàâíûìè ïî âåëè÷èíå, ïðîòèâîïîëîæ-
íûìè ïî íàïðàâëåíèþ, îäèíàêîâûìè ïî ïðèðîäå è ëåæàùèå íà îäíîé
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû òåë. Ñèëû íå êîìïåíñèðóþò äðóã
äðóãà, ò. ê. ïðèëîæåíû ê ðàçíûì (âçàèìîäåéñòâóþùèì) òåëàì. Ñèëû
âñåãäà ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàìè.

Èíûìè ñëîâàìè, ñèë
#�

FAB, ñ êîòîðîé òåëî A äåéñòâóåò íà òåëî B, ðàâíà
ñèëå

#�

FBA, ñ êîòîðîé òåëî B äåéñòâóåò íà òåëî A.
#�

FAB = − #�

FBA.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íåîáõîäèìî âûáðàòü íàáëþäàòåëÿ (ñèñòåìó îòñ÷å-
òà), äëÿ êîòîðîãî áóäóò çàïèñûâàòüñÿ âñå çàêîíû. Îò âûáîðà ñèñòåìû
îòñ÷åòà ìîæåò çàâèñåòü ñëîæíîñòü ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé è, êàê ñëåä-
ñòâèå, ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è.
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Ñèñòåìû îòñ÷åòà ìîæíî ðàçäåëèòü íà èíåðöèàëüíûå (äâèãàþùèåñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èëè ïîêîÿùèåñÿ) è íåèíåðöèàëüíûå (äâèãàþùè-
åñÿ ñ óñêîðåíèåì). ×àùå âñåãî â çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ èíåðöèàëüíûå
ñèñòåìû îò÷åòà, ïîêîÿùèåñÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Íî åñòü
ðÿä çàäà÷, ãäå âûáîð íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ñèëüíî óïðîùà-
åò ðåøåíèå.

Îñíîâíûå ñèëû, âñòðå÷àþùèåñÿ â çàäà÷àõ

1. Ñèëà òÿæåñòè
#�

F òÿæ � ñèëà ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ, äåé-
ñòâóþùàÿ íà ëþáîå òåëî ìàññû m îêîëî ïîâåðõíîñòè Çåìëè.
#�

F òÿæ = m #�g , ãäå g = 9,81 ì/ñ2 ≈ 10 ì/ñ2. Äàííàÿ ñèëà âñåãäà
íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç;

2. Âåñ òåëà
#�

P � ñèëà, ñ êîòîðîé òåëî â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
äåéñòâóåò íà îïîðó èëè ïîäâåñ, íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî äàí-
íîãî òåëà. Åñëè ñèëà òÿæåñòè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ òåëà ñ Çåìë¼é, òî âåñ òåëà ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñîâñåì
äðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà è îïîðû (èëè
ïîäâåñà). Ïîýòîìó âåñ îáëàäàåò îñîáåííîñòÿìè, ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àþùèìè åãî îò ñèëû òÿæåñòè. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ñèëû ïðèëî-
æåíû ê ðàçíûì òåëàì, è, êðîìå òîãî, âåñ ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò óñêîðåíèÿ, ñ êîòîðûì äâèæóòñÿ ñîâìåñòíî îïîðà (ïîäâåñ) è
òåëî;

3. Ñèëà ðåàêöèè îïîðû
#�

N � ñèëà, ñ êîòîðîé îïîðà äåéñòâóåò íà
ïîääåðæèâàåìîå òåëî;

4. Ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ (ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ) Fòð âîçíèêàåò ïðè
äâèæåíèè îäíîãî òâåðäîãî òåëà âäîëü ïîâåðõíîñòè äðóãîãî. Ïî
çàêîíó Êóëîíà�Àìîíòîíà :

Fòð.ñê. = µN,

ãäå µ � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, N � ñèëà ðåàêöèè îïîðû. Êîýô-
ôèöèåíò òðåíèÿ çàâèñèò îò ðîäà ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé
è íå çàâèñèò îò ïëîùàäè êîíòàêòà è âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíîé
ñêîðîñòè òåë;
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 16. Ñ âåðøèíû ãëàäêîé ãîðêè âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè
äëèíîé L òîëêíóëè ñî ñêîðîñòüþ v0 áðóñîê. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ t1
îí äîñòèã îñíîâàíèÿ ãîðêè. Çàòåì òîò æå áðóñîê ïóñòèëè ñî ñêîðîñòüþ
v0 âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè äëèíîé 3L, è îí ñêàòèëñÿ çà âðåìÿ t1.
Âî ñêîëüêî ðàç âðåìÿ t2 ñêàòûâàíèÿ ñ ýòîé ãîðêè áîëüøå âðåìåíè t1?

3LL v0v0

Ðèñ. 17

Ðåøåíèå. Òàê êàê òðåíèÿ íåò, òî ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷å-
ñêîé ýíåðãèè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñêîðîñòü áðóñêà ó îñíîâàíèÿ ãîðêè áóäåò
îäíîé è òîé æå. Îáîçíà÷èì å¼ vê. Òàê êàê â ñëó÷àå ðàâíîóñêîðåííîãî

äâèæåíèÿ L =
víà÷+vêîí

2
t, òî:


L =

v0 + vê
2

t1,

3L =
v0 + vr

2
t2.

Ïîñëå äåëåíèÿ ïîëó÷èì:
t2
t1

=
3L

L
= 3.

Îòâåò:
t2
t1

= 3.

Çàäà÷à 17. Â ñòàêàí ñ æèäêîñòüþ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ρ0, ïîãðóæåíû
òðè öèëèíäðè÷åñêèõ òåëà îäèíàêîâîãî îáúåìà, íî ðàçíûõ ïëîòíîñòåé
ρ, ρ1 è ρ2, ñîåäèíåííûå ñèñòåìîé íèòåé è áëîêîâ (ñì. ðèñ. 18). Ñèñòåìà
íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, åñëè äâà âåðõíèõ öèëèíäðà ïîãðóæåíû ðîâíî
íàïîëîâèíó. Ñ÷èòàÿ èçâåñòíûìè ρ1 è ρ2, îïðåäåëèòå ρ2 è ρ.
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ρ

ρ0

ρ2ρ1

Ðèñ. 18

ρ

ρ0

ρ2ρ1

Fарх4T

mg

2TT
m2gm1g

Fарх1
Fарх2

Ðèñ. 19

Ðåøåíèå. Ïóñòü V � îáúåì öèëèíäðà. Ðàññòàâèì ñèëû, äåéñòâóþùèå
íà êàæäîå èç òåë: 

#�

T +m1
#�g +

#�

F àðõ1 = 0,

2
#�

T +m2
#�g +

#�

F àðõ2 = 0,

m #�g +
#�

F àðõ + 4
#�

T = 0.

Çäåñü
#�

F àðõ � ñèëà Àðõèìåäà, äåéñòâóþùàÿ íà êàæäîå èç òåë. Äàííàÿ
ñèëà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòè æèäêîñòè ρæèäê, â êîòîðóþ ïî-
ãðóæåíî òåëî, óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ è îáúåìà ïîãðóæåííîé
÷àñòè òåëà Vïîãð.

Fàðõ = ρæèäê · g · Vïîãð.

Ïîñëå ïðîåöèðîâàíèÿ íà âåðòèêàëüíóþ îñü ïîëó÷èì:


Fàðõ1 = T +m1g,

Fàðõ2 = 2T +m2g,

Fàðõ + 4T = mg.
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
1

2
ρ0gV = T + ρ1gV1,

1

2
ρ0gV = 2T + ρ2gV,

ρ0gV + 4T = ρgV.

Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 2, âû÷òåì èç ïåðâîãî âòîðîãî:

ρ0gV −
1

2
ρ0gV = 2ρ1gV − ρ2gV,

ρ0gV = 2(2ρ1gV − ρ2gV ),

ρ0 = 4ρ1 − 2ρ2.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå, íàéäåì T .

T = (ρ1 − ρ2)gV.

Ïîñëå ÷åãî ïîäñòàâèì âñå â òðåòüå óðàâíåíèå:

(4ρ1 − 2ρ2)gV + 4(ρ1 − ρ2)gV = ρgV,

ρ = 8ρ1 − 6ρ2.

Îòâåò: ρ0 = 4ρ1 − 2ρ2, ρ = 8ρ1 − 6ρ2.

Çàäà÷à 18. Ôóòáîëüíûé ìÿ÷ ïðè äâèæåíèè â âîçäóõå èñïûòûâàåò
ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ êâàäðàòó ñêîðîñòè ìÿ÷à îò-
íîñèòåëüíî âîçäóõà. Ïåðåä óäàðîì ôóòáîëèñòà ìÿ÷ äâèãàëñÿ â âîçäóõå
ãîðèçîíòàëüíî ñî ñêîðîñòüþ 20 ì/ñ è óñêîðåíèåì 13 ì/ñ2. Ïîñëå óäàðà
ìÿ÷ ïîëåòåë âåðòèêàëüíî ââåðõ ñî ñêîðîñòüþ 10 ì/ñ. Êàêîâî óñêîðåíèå
ìÿ÷à ñðàçó ïîñëå óäàðà?

Ðåøåíèå. Íà ìÿ÷ â âîçäóõå äåéñòâóþò äâå ñèëû: ñèëà òÿæåñòè è ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà. Ñîâìåñòíîå äåéñòâèå ýòèõ ñèë ñîîáùàåò ìÿ÷ó
óñêîðåíèå. Äî óäàðà êâàäðàò ìîäóëÿ óñêîðåíèÿ áûë ðàâåí a2

1 = g2 +

+

(
F1

m

)2

, ãäå m � ìàññà ìÿ÷à. Ïîñëå óäàðà óñêîðåíèå ìÿ÷à íàïðàâ-

ëåíî âíèç è ðàâíî a2 = g +
F2

m
. Òàê êàê ñêîðîñòü óìåíüøèëàñü â äâà
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ðàçà, òî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ óìåíüøèëàñü â 4 ðàçà (òàê êàê ñèëà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè), F1 = 4F2. Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ
íàõîäèì F1 = m

√
a2

1 − g2, è ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì:

a2 = g +
1

4

√
a2

1 − g2 ≈ 12 ì/ñ2.

Îòâåò: a2 ≈ 12 ì/ñ2.

Çàäà÷à 19. Èãðóøå÷íûé òàíê ìàññû m íà÷èíàåò ïåðåìåùàòüñÿ ñ îä-
íîãî êîíöà äîñêè ìàññû M , ïåðâîíà÷àëüíî ïîêîÿùåéñÿ íà ãîðèçîí-
òàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà, íà äðóãîé å¼ êîíåö. Åñëè ïîâåðõíîñòü ñòî-
ëà èäåàëüíî ãëàäêàÿ, òî ïîñëå ïåðåìåùåíèÿ òàíêà íà ïðàâûé êðàé
äîñêè îí ñìåùàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå S1 îòíîñèòåëüíî ñòîëà.

Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå S2 îòíîñèòåëüíî
ñòîëà îí ñìîæåò ïåðå-
ìåñòèòüñÿ ïðè íàëè÷èè
òðåíèÿ ìåæäó äîñêîé è
ïîâåðõíîñòüþ ñòîëà? Ðèñ. 20

Òàíê âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ íà äîñêå è äâèæåòñÿ òîëüêî âïåðåä. Ñ÷èòàòü,
÷òî äâèãàòåëü òàíêà ìîæåò ðàçâèâàòü ëþáóþ ìîùíîñòü, ãóñåíèöû íè
ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íå ïðîñêàëüçûâàþò, è îí ñïîñîáåí ìãíîâåííî îñòà-
íàâëèâàòüñÿ íà äîñêå.

Ðåøåíèå. Â ñëó÷àå ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà öåíòð ìàññ ñèñòåìû
îñòàíåòñÿ íåïîäâèæåí. Ïóñòü l � ïóòü òàíêà ïî äîñêå, S0 � ñìåùå-
íèå äîñêè îòíîñèòåëüíî ñòîëà, òîãäà:

S1m = S0M, S1 = l − S0,

îòêóäà

l = S1
M +m

M
.

Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ ìåæäó äîñêîé è ïîâåðõíîñòüþ ñòîëà òàíê äîë-
æåí åõàòü ïî äîñêå ñ òàêèì óñêîðåíèåì amax, ïðè êîòîðîì äîñêà åùå
íå äâèæåòñÿ, à íà êîíöå äîñêè ðåçêî îñòàíîâèòüñÿ, ÷òîáû ïðîåõàòü
äîïîëíèòåëüíîå ðàññòîÿíèå âìåñòå ñ äîñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå:

amax =
Fmaxòð

m
= µg

M +m

m
,



24 Äèíàìèêà ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

ãäå µ � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó äîñêîé è ïîâåðõíîñòüþ ñòîëà.
Ïåðåä ðåçêèì òîðìîæåíèåì íà êîíöå äîñêè òàíê áóäåò èìåòü ñêîðîñòü

v =
√

2amaxl =

√
2µg

M +m

m
l.

Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ñðàçó ïîñëå òîðìîæåíèÿ äîñ-
êà è èãðóøêà íà÷íóò ñîâìåñòíîå ñêîëüæåíèå ïî ïîâåðõíîñòè ñòîëà ñ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ:

u =
mv

M +m
=

m

M +m

√
2µg

M +m

m
l =

√
2µg

m

m+M
l.

Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè âñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû
ïåðåéäåò â ðàáîòó ñèëû òðåíèÿ, ïðè ýòîì äî îñòàíîâêè îíè ïðîéäóò
ïóòü

S =
u2

2µg
=

2µg
m

M +m
l

2µg
=

m

M +m
l.

Òàêèì îáðàçîì

S2 = l + S = l +
m

M +m
l = l

M + 2m

M +m
= S1

M +m

M
· M + 2m

M +m
=

= l
M + 2m

M
= l
(

1 + 2
m

M

)
.

Îòâåò: S2 = l
(
1 + 2mM

)
.

Çàäà÷à 20. Ìåòåîðîëîãè÷åñêàÿ ðàêåòà ñòàðòóåò â âåðòèêàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Å¼ òîïëèâî ñãîðàåò çà τ = 40 ñ ïîëå-
òà. Â òå÷åíèè ýòîãî âðåìåíè óñêîðåíèå ðàêåòû âîçðàñòàåò ëèíåéíî îò
a0 = g äî aτ = 5g. Íàéäèòå ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ ðàêåòû ïåðåä îêîí÷à-
íèåì åãî ðàáîòû. Ìàññà íåçàïðàâëåííîé ðàêåòû m0 = 10 êã, óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 10 ì/ñ2.

Ðåøåíèå. Çàâèñèìîñòü óñêîðåíèÿ ðàêåòû îò âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì:

a(t) = a0 + (aτ − a0)
t

τ
.
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0 t

a

a0

τ

aτ

vτ

Ðèñ. 21

Ïî àíàëîãèè ñ òåì, ÷òî ïðîéäåííîìó ïó-
òè ñîîòâåòñòâóåò ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì
ñêîðîñòè, íàõîäèì ñêîðîñòü ðàêåòû vτ êàê
ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì a(t):

vτ =
τ

2
(a0 − aτ ).

Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà:

m0aτ = F −m0g,

F = m0g +m0aτ ,

ãäå F � ñèëà òÿãè â êîíöå ïîëåòà. Ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ íàéäåì ïî
ôîðìóëå N = Fvτ :

N = (m0g +m0aτ )
τ

2
(a0 + aτ ) =

m0τ

2
(a0 + aτ ) · (g + aτ ) = 720 êÂò.

Îòâåò: N = 720 êÂò.

Çàäà÷à 21. Àâòîìîáèëü ìàññîé m = 1 ò åäåò ïî ïðÿìîé äîðîãå ñî
ñêîðîñòüþ v = 144 êì/÷. Ïðè ýòîì äâèãàòåëü ðàçâèâàåò ìîùíîñòü
N = 32 êÂò. Ïåðïåíäèêóëÿðíî äîðîãå äóåò âåòåð ñî ñêîðîñòüþ u =
= 9 ì/ñ. Êîãäà âîäèòåëü ïûòàåòñÿ ïðèáàâèòü ãàçó, àâòîìîáèëü ñðàçó
íà÷àëî ñíîñèòü íà îáî÷èíó, ïîýòîìó âîäèòåëü òóò æå íàæàë íà òîðìîç,
áëîêèðóÿ âñå ÷åòûðå êîëåñà.

u

vm

Ðèñ. 22

a

F

v0
u

v
a

Ðèñ. 23
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Íàéäèòå óñêîðåíèå #�a àâòîìîáèëÿ â ýòîò ìîìåíò. Òðåíèåì â îñÿõ ïðè
äâèæåíèè àâòîìîáèëÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Ñèëà
#�

F ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà, äåéñòâóþùàÿ íà àâòîìî-
áèëü, íàïðàâëåíà ïðîòèâ ñêîðîñòè àâòîìîáèëÿ #�v0 îòíîñèòåëüíî âîç-

äóõà, òî åñòü tg =
u

v
. Â îòñóòñòâèå ñèë òðåíèÿ â îñÿõ âñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ

ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ ðàñõîäóåòñÿ íà ïðåîäîëåíèå ñîñòàâëÿþùåé F|| ñè-

ëû
#�

F âäîëü äîðîãè, òî åñòü N = F|| · v, îòêóäà:

F|| =
N

v
, F⊥ = F|| · tgα =

Nu

v2
,

ãäå F⊥ � ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû
#�

F ïîïåðåê äîðîãè. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî
ïðè íåáîëüøîì óâåëè÷åíèè ìîùíîñòè àâòîìîáèëü íà÷àëî ñíîñèòü íå
îáî÷èíó ñëåäóåò, ÷òî ñèëà òðåíèÿ êîëåñ î äîðîãó äîñòèãëà ê ýòîìó ìî-
ìåíòó ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïîñëå ÷åãî íà÷àëîñü ïðîñêàëü-
çûâàíèå, îòêóäà:

Fmaxòð =
√
F 2
|| + F 2

⊥ =
N

v

√
1 +

u2

v2
.

Ïîñëå òîãî êàê âîäèòåëü íàæàë íà òîðìîç, êîëåñà íà÷àëè ïðîñêàëüçû-
âàòü, è ñèëà òðåíèÿ îêàçàëàñü íàïðàâëåíà ïðîòèâ ñêîðîñòè àâòîìîáèëÿ
îòíîñèòåëüíî äîðîãè. Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà íàéäåì ïðîäîëüíóþ
è ïîïåðå÷íóþ ñîñòàâëÿþùèå óñêîðåíèÿ àâòîìîáèëÿ â ìîìåíò òîðìî-
æåíèÿ:

a|| =
F|| + Fmaxòð

m
=

N

mv

(
1 +

√
1 +

u2

v2

)
= 1,62 ì/ñ2,

a⊥ =
F⊥
m

=
Nu

mv
= 0,18 ì/ñ2.

Îòâåò: a|| = 1,62 ì/ñ2, a⊥ = 0,18 ì/ñ2.

Çàäà÷à 22. Òÿæåëàÿ öåïî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêî-
âûõ ãëàäêèõ çâåíüåâ, ñâîáîäíî ïîäâåøåíà çà êîíöû. Ìàññà âñåé öåïî÷-
êè m = 0,2 êã. Îïðåäåëèòå ñèëó íàòÿæåíèÿ â íèæíåé òî÷êå öåïî÷êè,
à òàêæå â òî÷êå A, ëåæàùåé íà ïîëîâèíå ãëóáèíû ¾ïðîâèñà¿ öåïî÷êè.
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A

Ðèñ. 24

A

TA

T0

aA

T1

a

T

h
2

mg
2

h
2

Ðèñ. 25

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ öåïî÷êà ãèáêàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèëà íàòÿ-
æåíèÿ â êàæäîé òî÷êå íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé. Ðàññìîòðèì ïðà-
âóþ ïîëîâèíó öåïî÷êè. Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû íàòÿæå-
íèÿ âåçäå îäèíàêîâà. Îíà ðàâíà ïî ìîäóëþ ñèëå íàòÿæåíèÿ â íèæíåé

÷àñòè öåïî÷êè. Ïîýòîìó T0 = T1 cosα, íî òàê êàê T1 sinα =
mg

2
, òî

T1 =
mg

2 sinα
.

Îïðåäåëèâ óãîë α èç ðèñóíêà, íàõîäèì

T1 ≈ 1,05 Í, T0 =
mg

2
ctgα ≈ 3 Í.

Àíàëîãè÷íî íàéäåì ñèëó TA

TA cosαA = T1 cosα⇒ TA =
mg

2
ctgα

1

cosαA
≈ 0,65 Í.

Îòâåò: T0 = 0,3 Í, TA = 0,65 Í.

Ïðèìå÷àíèå. Èíîãäà â çàäà÷àõ îëèìïèàäíîãî óðîâíÿ ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðèñóíêà, äàííîãî â çàäà÷å, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ, ñîîòíîøåíèé èëè óãëîâ.

Çàäà÷à 23. Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ëåæàò, êàñàÿñü äðóã
äðóãà, äâå îäèíàêîâûå ïî ìàññå øàéáû 1 è 2, ðàññòîÿíèå ìåæäó öåí-
òðàìè êîòîðûõ ðàâíî R (ñì. ðèñ. 26). Øàéáû ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì
ñ ïîìîùüþ òîíêîé ëåãêîé íèòè. Äëèíà íèòè L = 2R. Íèòü íà÷àëè òÿ-
íóòü â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé

#�

F . Íàéäèòå
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ñèëó, ñ êîòîðîé øàéáû áóäóò äàâèòü äðóã íà äðóãà, êîãäà èõ äâèæå-
íèå óñòàíîâèòñÿ. Ñèëà

#�

F ïðèëîæåíà â ñåðåäèíå íèòè. Òðåíèå ìîæíî
ñ÷èòàòü ìàëûì.

L=2R

F

1

2

Ðèñ. 26

1

2

N

M

T
F

x

y

a

N

T

a

Ðèñ. 27

Ðåøåíèå. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî øàéáû áóäóò äâè-
ãàòüñÿ âäîëü áèññåêòðèñû óãëà, îáðàçîâàííîãî ïîëîâèíêàìè íèòè. Ïî-
ñêîëüêó äëèíà êàæäîé ïîëîâèíêè ðàâíà R, òî èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî
α = 30°. ßñíî, ÷òî ñèëû íàòÿæåíèÿ ïîëîâèíîê íèòè îäèíàêîâû. Äâè-
æåíèå ðàâíîóñêîðåííîå. Óñêîðåíèå êàæäîé øàéáû ðàâíî a = a1 = a2 =

=
F

2M
, ãäå M � ìàññà êàæäîé øàéáû. Íàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

îäíîé èç øàéá (ïóñòü ýòî áóäåò øàéáà 1) â ïðîåêöèè íà îñè êîîðäèíàò.

x : T cosα = Ma⇒ T =
F

2 cosα
,

y : N − T sinα = 0⇒ N = T sinα.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì N =
F

2
tgα =

F

2
√

3
.

Îòâåò: N =
F

2
√

3
.

Çàäà÷à 24. Èç ëåãêèõ íèòåé è îäèíàêîâûõ áëîêîâ ìàññîé M êàæ-
äûé ñîáðàíà ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà (ñì. ðèñ. 28). Íàéäèòå ñèëó F ,
êîòîðóþ ïîêàçûâàåò äèíàìîìåòð Ä.

Ðåøåíèå. Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïî ðåøåíèþ çàäà÷ íà áåñêîíå÷-
íûå è ïîëóáåñêîíå÷íûå öåïè (â òîì ÷èñëå è â ýëåêòðè÷åñòâå) ÿâëÿåòñÿ
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äîáàâëåíèå èëè óäàëåíèå îäíîãî ýëåìåíòà ñèñòåìû.

M

Д

M

M

M

Ðèñ. 28

M0g

M0

T

Д

Ðèñ. 29

Д

T1

Mg
T

M

T1

T

M0g

M0

Ðèñ. 30

Òàê êàê öåïü áåñêîíå÷íàÿ, òî óäàëåíèå èëè äîáàâëåíèå îäíîãî ýëåìåí-
òà â ñèñòåìå íå ìåíÿåò èòîãîâûõ ïîêàçàíèé â ñõåìå. Ïîêàæåì, êàê ýòî
ðàáîòàåò â äàííîì ñëó÷àå.

Çàìåíèì ýêâèâàëåíòíî âñå áëîêè íà ãðóç íåêîé ìàññû M0. Òîãäà ïî
âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà:

T = M0g.

Òàê êàê ãðóç ïîäâåøåí íàïðÿìóþ ê äèíàìîìåòðó, òî åãî ïîêàçàíèÿ
áóäóò ðàâíû ñèëå íàòÿæåíèÿ íèòè T (ñì. ðèñ. 29).

Äîáàâèì îäèí ýëåìåíò ñèñòåìû (îäèí áëîê â íàøåì ñëó÷àå) ïåðåä ãðó-
çîì M0. Ñèñòåìà òîãäà ïðèìåò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 30.
Ðàñïèøåì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà âåðõíèé áëîê. Âíèç äåéñòâóþò åãî
ñîáñòâåííàÿ ñèëà òÿæåñòè M #�g è ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè

#�

T (ñî ñòîðîíû
ýêâèâàëåíòíîãî ãðóçà M0), ââåðõ æå äåéñòâóþò äâå ñèëû íàòÿæåíèÿ
íèòè

# �

T1. Òàê êàê äèíàìîìåòð ïîäâåøåí ê ïðàâîé íèòè, òî è åãî ïîêàçà-
íèÿ áóäóò ðàâíû T1. À òàê êàê ñèñòåìà ïîëóáåñêîíå÷íàÿ, òî äîáàâëåíèå
èëè óäàëåíèå îäíîãî ýëåìåíòà íå èçìåíÿåò ïîêàçàíèÿ äèíàìîìåòðà,
ñëåäîâàòåëüíî,

T1 = T.
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Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ áëîêà:{
2T1 = T +Mg,

T1 = T.

Îòêóäà íàõîäèì T = Mg.

Îòâåò: T = Mg.

Ïðèìå÷àíèå. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è ÷èñòî ìàòåìàòè÷å-
ñêè. Åñëè óáðàòü âñå áëîêè, êðîìå ïåðâîãî, òî ïîêàçàíèÿ äèíàìîìåò-
ðà T1 = 1

2Mg. Ïîñëå äîáàâëåíèÿ îäíîãî áëîêà, ïîêàçàíèÿ äèíàìîìåòðà
T2 = 1

2Mg + 1
4Mg. Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê áåñêîíå÷íîé öåïè, ïîêàçàíèÿ äè-

íàìîìåòðà áóäóò ðàâíû

T∞ =
1

2
Mg +

1

4
Mg +

1

8
Mg + · · ·+ 1

2n
Mg + · · · =

= Mg

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

2n
+ . . .

)
= Mg

∞∑
n=1

1

2n
,

ñóììà ðÿäà
∞∑
n=1

1

2n
ðàâíà åäèíèöå (ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òîò æå ðåçóëüòàò
T∞ = Mg.

Çàäà÷à 25. Â âåðòèêàëüíî ðàñïî-
ëîæåííûõ öèëèíäðàõ, ïëîùàäè ñå-
÷åíèé êîòîðûõ S1 è S2, íàõîäÿò-
ñÿ äâà íåâåñîìûõ ïîðøíÿ, ñîåäè-
íåííûõ íåâåñîìîé ïðóæèíîé æåñò-
êîñòüþ k. Ïðîñòðàíñòâî ìåæäó
ïîðøíÿìè çàïîëíåíî âîäîé. Íèæ-
íèé ïîðøåíü (ïëîùàäüþ S) â íà-
÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïîääåðæèâàåò-
ñÿ òàê, ÷òî ïðóæèíà íå íàïðÿæåíà,
å¼ äëèíà ïðè ýòîì ðàâíà l0.

S1

S2

x
l0

S2

S1

Ðèñ. 31

Çàòåì ïîðøåíü ïëîùàäè S2 îòïóñêàþò, è îáà ïîðøíÿ îïóñêàþòñÿ. Íà
êàêîå ðàññòîÿíèå ñìåñòèòñÿ ïîðøåíü ïëîùàäüþ S1? Îáà öèëèíäðà ñî-
îáùàþòñÿ ñ àòìîñôåðîé.
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Ðåøåíèå. Òàê êàê ïîðøíè íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî ñóììà ñèë, äåé-
ñòâóþùàÿ íà êàæäûé ïîðøåíü ðàâíà íóëþ. Íà âåðõíèé ïîðøåíü äåé-
ñòâóåò ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ p0S1, íàïðàâëåííàÿ âíèç, ñèëà
óïðóãîñòè ïðóæèíû Fóïð, íàïðàâëåííàÿ òàêæå âíèç, à òàêæå ñèëà äàâ-
ëåíèÿ ñî ñòîðîíû âîäû pS1, íàïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ:

p0S1 + Fóïð = pS1.

Äëÿ âòîðîãî ïîðøíÿ ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ pS2 íàïðàâëåíà íà-
âåðõ, ñèëà óïðóãîñòè Fóïð òàêæå íàïðàâëåíà íàâåðõ; êðîìå ýòîãî íà
ïîðøåíü äàâèò âîäà, ñ ñèëîé ðàâíîé (p+ρgl)S2, ãäå l � ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ïîðøíÿìè â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå (ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî äëèíå
äåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû):

p0S2 + Fóïð = (p+ ρgl)S2.

Âûðàçèâ p = p0 +
Fóïð
S1

èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ âî âòîðîå,

ïîëó÷àåì:

p0S2 + Fóïð =

(
p0 +

Fóïð
S1

+ ρgl

)
S2.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷àåì

Fóïð − Fóïð
S2

S1
= ρglS2,

Fóïð =
ρglS1S2

S1 − S2
.

Òàê êàê ïî çàêîíó Ãóêà Fóïð = k(l − l0), òî

k(l − l0) =
ρglS1S2

S1 − S2
,

kl(S1 − S2)− kl0(S1 − S2) = ρglS1S2,

(k(S1 − S2)− ρgS1S2)l = kl0(S1 − S2),

l =
k(S1 − S2)

k(S1 − S2)− ρgS1S2
l0.
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Òàêèì îáðàçîì, óäëèíåíèå ïðóæèíû

∆l = l − l0 =
ρgS1S2

k(S1 − S2)− ρgS1S2
l0.

Ïóñòü íèæíèé ïîðøåíü ñìåñòèëñÿ íà âåëè÷èíó y. Òîãäà âåñü îáúåì
âîäû V = x · S1, êîòîðûé âûòåñíÿåòñÿ âåðõíèì ïîðøíåì, ïîïàäàåò â
ñóæåíèå òðóáû, ñäâèãàÿ íèæíèé ïîðøåíü,

x · S1 = y · S2 ⇒ y = x
S1

S2
.

Óäëèíåíèå ïðóæèíû ñâÿçàíî ñ ïåðåìåùåíèÿìè ïîðøíåé ñîîòíîøåíèåì

∆l = y − x = x

(
S1

S2
− 1

)
= x

S1 − S2

S2
. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì:

x =
∆l · S2

S1 − S2
=

ρgS1S
2
2

k(S1 − S2)2 − ρgS1S2(S1 − S2)
l0.

Îòâåò: x =
ρgS1S

2
2

k(S1 − S2)2 − ρgS1S2(S1 − S2)
l0.

Çàäà÷à 26. Îöåíèòå (÷èñëåííî) ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü, êîòîðóþ ìî-
æåò ðàçâèòü ïàðàøþòèñò â çàòÿæíîì ïðûæêå (äî ðàñêðûòèÿ ïàðà-
øþòà). Èçâåñòíî, ÷òî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà F , äåéñòâóþùàÿ
íà ïàðàøþòèñòà, ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé åãî ñêîðîñòè v, õàðàê-
òåðíîãî ðàçìåðà a è ïëîòíîñòè âîçäóõà ρ, F = αρmanvk , ãäå α �
áåçðàçìåðíûé ìíîæèòåëü ïîðÿäêà åäèíèöû, m,n, k � íåêîòîðûå ÷èñ-
ëà. Ïðèíÿòü ïëîòíîñòü âîçäóõà ρ = 1 êã/ì3, ðàçìåð a = 0,5 ì.

Ðåøåíèå. Îäèí èç ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèé êà÷åñòâåííî îöåíèâàòü îò-
âåò, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàçìåðíîñòåé. Â ôèçèêå ïðàêòè÷åñêè âñå âåëè÷è-
íû èìåþò ðàçìåðíîñòü, è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû-
÷èòàíèÿ ìîæíî ïðîèçâîäèòü òîëüêî ñ âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè îäèíà-
êîâóþ ðàçìåðíîñòü � ñèëû ñêëàäûâàòü ñ ñèëàìè, ìàññû � ñ ìàññàìè,
è ò. ä. Ïðè óìíîæåíèè èëè äåëåíèè âåëè÷èí òàêæå ñëåäóåò îáðàùàòü
âíèìàíèå íà ðàçìåðíîñòè (íàïðèìåð, ïðè óìíîæåíèè íüþòîíà íà ìåòð
ïîëó÷àåì äæîóëü). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ äàííîãî ÷àñòî
ìîæíî íàçâàòü îòâåò ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî êîýôôèöèåíòà. Ñ ïî-
ìîùüþ äàííîãî ìåòîäà ìîæíî íàõîäèòü ãðóáûå îøèáêè â ðåøåíèè,
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äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí, êîòîðûå
âõîäÿò â îòâåò � ðàçìåðíîñòè îòâåòîâ äîëæíû ñîâïàäàòü.

Ðåøèì äàííóþ çàäà÷ó ìåòîäîì ðàçìåðíîñòåé. Òàê êàê ñèëà èçìåðÿåò-
ñÿ â íüþòîíàõ, ïëîòíîñòü â êã/ì3, ñêîðîñòü � â ì/ñ, à õàðàêòåðíûé
ðàçìåð � â ìåòðàõ, òî ïîëó÷àåì:

Í =
(êã
ì3

)m
· (ì)n ·

(ì
ñ

)k
.

Òàê êàê ñèëà � ïðîèçâåäåíèå ìàññû íà óñêîðåíèå, òî Í = êã · ì
ñ2
.

Îòêóäà ïîëó÷àåì:

êã · ì
ñ2

=
(êã
ì3

)m
· (ì)n

(ì
ñ

)k
,

êã · ì · 1

ñ2
= (êã)m · (ì)n+k−3m ·

(
1

ñ

)k
.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî m = 1, n = 2, k = 2. Çíà÷èò,
ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà F ðàâíà:

F = αρa2v2.

Òàê êàê ïàðàøþòèñò äâèãàåòñÿ ðàâíîìåðíî, òî F = Mg,Mg = αρa2v2.
Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ M ≈ 70 êã, ρ = 1 êã/ì3, a = 0,5 ì, α ≈ 1, g ≈
≈ 10 ì/ñ2, ïîëó÷àåì v2 ≈ 2800 (ì/ñ)2, v ≈ 50− 60 ì/ñ.

Îòâåò: v ≈ 50− 60 ì/ñ.

Çàäà÷à 27. Â ïëàíåòå, èìåþùåé ôîðìó øàðà, ïðîáóðèëè ñêâîçíîé
òîííåëü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç å¼ öåíòð. Â òîííåëü ñáðîñèëè íåáîëüøîå
òåëî ìàññîé m = 1 êã. Îïðåäåëèòå çàâèñèìîñòü óñêîðåíèÿ òåëà îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî öåíòðà ïëàíåòû. Ðàäèóñ ïëàíåòû R = 6400 êì, óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàâíî g = 10 ì/ñ2.

Ðåøåíèå. Ïåðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷è íàéäåì ñè-
ëó, äåéñòâóþùóþ íà íåáîëüøîå òåëî, ïîìåùåííîå âíóòðü ñôåðû, ñî
ñòîðîíû äàííîé ñôåðû.
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S1

S1

m

x2

x1

Ðèñ. 32

x

R

Ðèñ. 33

Ïóñòü íåáîëüøîå òåëî ìàññû m ïîìåùåíî âíóòðü ñôåðû, ìàññîé M è
ðàäèóñîì R (ñì. ðèñ. 32). Ðàññìîòðèì ñèëû ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿ-
æåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà ãðóçèê ñî ñòîðîíû íåáîëüøèõ ó÷àñòêîâ ñôå-
ðû ïëîùàäÿìè S1 è S2. Ïðåäïîëàãàÿ ñôåðó îäíîðîäíîé, íàéäåì ìàññû

ó÷àñòêîâ: m1 = M
S1

4πR2
è m2 = M

S2

4πR2
. Ïóñòü ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðîâ

ýòèõ ó÷àñòêîâ (à â ñèëó èõ ìàëîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü äàííûå ó÷àñòêè òî-
÷å÷íûìè) ðàâíû x1 äî ó÷àñòêà ïëîùàäüþ S1, è x2 äî ó÷àñòêà ïëîùà-

äüþ S2. Òîãäà ñèëû ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ ðàâíû F1 = γ
mm1

x2
1

è F2 = γ
mm2

x2
2

. Íàéäåì îòíîøåíèå
F1

F2

F1

F2
=
m1

m2
·
(
x2

x1

)2

=
M S1

4πR2

M S2
4πR2

·
(
x2

x1

)2

=
S1

S2
·
(
x2

x1

)2

.

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (îòíîøåíèå êâàäðàòîâ âûñîò äàí-
íûõ êîíóñîâ ðàâíî îòíîøåíèþ ïëîùàäåé èõ îñíîâàíèé) ñëåäóåò, ÷òî(
x1

x2

)2

=
S2

S1
, çíà÷èò

F1

F2
= 1 ⇒ F1 = F2. Èç ÷åãî ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî òåëî, ïîìåùåííîå â ëþáóþ òî÷êó ñôåðû íå ïðèòÿãèâàåòñÿ
ê íåé. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

Ïóñòü òåëî, ïàäàÿ ê öåíòðó ïëàíåòû, íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè x <
< R îò öåíòðà ïëàíåòû (ñì. ðèñ. 33). Ðàíåå íàìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî
âíåøíÿÿ ÷àñòü ïëàíåòû, îñòàâøàÿñÿ ¾ñíàðóæè¿ ïàäàþùåãî òåëà íå
ïðèòÿãèâàåò åãî. Çíà÷èò, ïðèòÿæåíèå îêàçûâàåò òîëüêî òà ÷àñòü ïëà-
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íåòû, êîòîðàÿ îñòàëàñü ¾âíóòðè¿ � â íàøåì ñëó÷àå ýòî øàð ðàäèóñà x.

Ìàññà ýòîé ÷àñòè ïëàíåòû ðàâíàM(x) = ρV (x) =
4

3
πx3ρ, ãäå ρ � ñðåä-

íÿÿ ïëîòíîñòü ïëàíåòû, ρ =
3M

4πR2
, M � ìàññà âñåé ïëàíåòû. Íà òåëî

ìàññîé m äåéñòâóåò ñèëà ïðèòÿæåíèÿ F (x), çàâèñÿùàÿ îò ãëóáèíû ïî-
ãðóæåíèÿ:

F (x) = γ
mM(x)

x2
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì:

F (x) = γ
m

4

3
πx3ρ

x2
= γ

m
4

3
πx3 3M

4πR3

x2
= γ

mM

R3
x.

Òàê êàê óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g íà ïîâåðõíîñòè ðàâíî g =

= γ
M

R2
, òî

F (x) = mg
x

R
.

Óñêîðåíèå òåëà íà ðàâíî a(x) = g
x

R
. Ñèëà (êàê è óñêîðåíèå), äåéñòâó-

þùàÿ íà òåëî, ëèíåéíî çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà ïëàíåòû.

Çàäà÷à 28. Ïëîòíîñòü âåùåñòâà íåêîòîðîé ïëàíåòû, èìåþùåé ôîðìó
øàðà ðàäèóñà R = 6400 êì, çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåí-
òðà ïëàíåòû. Ïðè áóðåíèè ñêâàæèíû ãëóáèíîé íåñêîëüêî äåñÿòêîâ
êèëîìåòðîâ îáíàðóæèëîñü, ÷òî óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íå çàâè-
ñèò îò ãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ ïîä ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû. Íàéäèòå ïëîò-
íîñòü âåùåñòâà, èç êîòîðîãî ñîñòîèò ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû, åñëè ñðåä-
íÿÿ ïëîòíîñòü ïëàíåòû, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ å¼ ìàññû ê îáúåìó, ðàâíà
ρ = 5,5 ã/ñì3.

Ðåøåíèå. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà

ïëàíåòû ðàâíî g(r) = γ
M(r)

r2
, ãäåM(r) � ìàññà âåùåñòâà, íàõîäÿùàÿ-

ñÿ âíóòðè ñôåðà ðàäèóñà ñ öåíòðîì, ñîâïàäàþùèì ñ öåíòðîì ïëàíåòû.
Ââåäåì áóêâåííîå îáîçíà÷åíèå ∆R = R− r. Â ýòîì ñëó÷àå:

M(R) = M, M(R−∆R) ≈M − 4πR2∆Rρïîâ,
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ãäå ρïîâ � ïëîòíîñòü âåùåñòâà, èç êîòîðîãî ñîñòîèò ïîâåðõíîñòü ïëàíå-
òû, 4πR2∆Rρïîâ � ìàññà îáîëî÷êè ïëàíåòû íåáîëüøîé òîëùèíû ∆R.

M − 4πR2∆Rρïîâ
(R−∆R)2

≈ M

R2
,

MR2 − 4πR4∆Rρïîâ ≈MR2 − 2MR∆R+M(∆R)2.

Ïðåíåáðåãàÿ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì (â ñèëó åãî ìàëîñòè) â ïðàâîé ÷à-

ñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáúåì øàðà ðàäèóñà R ðàâåí
4

3
πR3, íàõîäèì

2πR3ρïîâ = M =
4

3
πR3ρñð,

ãäå ρñð � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà, èç êîòîðîãî ñîñòîèò ïëàíåòà.

Îòñþäà ρïîâ =
2

3
ρñð = 3,7 ã/ñì3.

Çàäà÷à 29. Äëÿ ñíàáæåíèÿ ïîëÿðíîé ýêñïåäèöèè íåñêîëüêî ñâÿçàí-
íûõ ìåæäó ñîáîé íåáîëüøèõ ìåøêîâ ñ ãðóçîì ñáðàñûâàþò íà ïàðàøþ-
òå ñ ñàìîëåòà. Íà óëèöå ñòîèò áåçâåòðåííàÿ ïîãîäà. Óñòàíîâèâøàÿñÿ
ñêîðîñòü ïàäåíèÿ ìåøêîâ îêàçàëàñü ðàâíîé v1 = 6 ì/ñ. Îäèí èç ìåø-
êîâ îòîðâàëñÿ îò ñâÿçêè, à ó ïàðàøþòà ñ îñòàâøèìñÿ ãðóçîì ïîñòåïåí-
íî óñòàíîâèëàñü íîâàÿ ñêîðîñòü ïàäåíèÿ v2 = 4 ì/ñ. Çà êàêîå âðåìÿ t
ïîñëå îòðûâà ìåøêà ñêîðîñòü ïàðàøþòà óìåíüøèëàñü íà ∆v = 10 ì/ñ.
Ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ñ÷èòàéòå ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè ïà-
ðàøþòà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà F = αv. Íàéäåì îòíîøå-
íèå k ìàññû îòîðâàâøåãîñÿ ìåøêà ê ïîëíîé ìàññå ãðóçîâ. Ïî âòîðîìó
çàêîíó Íüþòîíà, åñëè ñêîðîñòü òåëà íå ìåíÿåòñÿ, òî ñóììà ïðèëîæåí-
íûõ ê íåìó ñèë ðàâíà íóëþ:{

Mg = αv1,

(1− k)Mg = αv2.

îòêóäà 1− k =
v2

v1
, k = 1− v2

v1
.

Ïîñêîëüêó èçìåíåíèå ñêîðîñòè ∆v << v1, òî ìîæåì ñ÷èòàòü ñèëó ñî-
ïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ïîñòîÿííîé. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ
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ìîìåíòà ñðàçó ïîñëå îòðûâà ìåøêà:

(1− k)Ma = −αv1 + (1− k)Mg,

îòêóäà α =
(1− k)Mg − αv1

(1− k)M
=

(
1− v1

v2

)
g. Òîãäà âðåìÿ, çà êîòîðîå

ñêîðîñòü ñâÿçêè óìåíüøèòñÿ íà âåëè÷èíó ∆v, áóäåò ðàâíî

t =
∆v

a
=

v2

v1 − v2
· ∆v

g
= 0,02 ñ.

Îòâåò: t = 0,02, ñ.

Çàäà÷à 30. Òîíêàÿ U�îáðàçíàÿ òðóáêà, ðàçìåðû êîòîðîé óêàçàíû íà
ðèñóíêå, çàïîëíåíà ðòóòüþ äî ïîëîâèíû âåðòèêàëüíûõ êîëåí. Òðóá-
êà äâèæåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñ óñêîðåíèåì a. Íàéòè ðàçíîñòü âûñîò ∆h
ðòóòè â âåðòèêàëüíûõ ÷àñòÿõ òðóáêè è äàâëåíèå â òî÷êå A. Àòìîñôåð-
íîå äàâëåíèå ðàâíî p0, ïëîòíîñòü ðòóòè ρ.

a

A

H

LL

Ðèñ. 34

a

A

y

C B

x

Ðèñ. 35

Ðåøåíèå. Ïîñëå òîãî, êàê òðóáêà ïðèäåò â äâèæåíèå, óðîâíè ðòóòè â
ñâîáîäíûõ êîëåíàõ ïåðåñòàíóò áûòü ðàâíûìè. Ïóñòü âûñîòà óðîâíÿ
ðòóòè â ïðàâîì êîëåíå ðàâíà x, à â ëåâîì � y. Äàâëåíèå â òî÷êå B
ðàâíî pB = p0 + ρgx, à â òî÷êå C ðàâíî pC = p0 + ρgy. Òàê êàê ðòóòü

èç òðóáêè íå âûëèâàåòñÿ, òî x+ y =
H

2
+
H

2
= H.

Ðàññìîòðèì ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê òðóáêè BC. Äàííûé ó÷àñòîê
äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî ñ óñêîðåíèåì #�a ïîä äåéñòâèåì ñèë äàâëå-
íèÿ ðòóòè ñïðàâà è ñëåâà. Ïóñòü S � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òðóáêè. Òîãäà
ñïðàâà íà íåãî äåéñòâóåò ñèëà FB = pBS, à ñëåâà � FC = pCS, ìàññà
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ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà ðàâíà m = ρV = ρ2LS. Çàïèøåì âòîðîé
çàêîí Íüþòîíà äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà:

FC − FB = ma,

pCS − pBS = 2ρLSa,

p0 + ρgy − (p0 + ρgx) = 2ρLSa,

(y − x)g = 2La.

Îòêóäà ðàçíîñòü âûñîò ∆h = y − x = 2L
a

g
.

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ, ðàññìîòðè ó÷àñòîê òðóáêè AC. Äàííûé
ó÷àñòîê òàêæå äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì #�a . Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà
äëÿ ó÷àñòêà AC:

pCS − pAS = ρLSa.

Îòêóäà íàõîäèì pA:

pA = pC − ρLa = pC = p0 + ρgy − ρLa.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ y ðåøèì ñèñòåìó:x+ y = H,

y − x = 2L
a

g
.
⇒ y =

H

2
+
a

g
L,

pA = p0 + ρg

(
H

2
+
a

g
L

)
− ρLa = p0 + ρg

H

2
.

Îòâåò: ∆h = 2L
a

g
, pA = p0 + ρg

H

2
.

Çàäà÷à 31. Òåëî B óäåðæèâàåòñÿ íåïî-
äâèæíî â âîçäóøíîì ïîòîêå, äâèæóùåìñÿ
ñî ñêîðîñòüþ #�u . Â íåêîòîðûé ìîìåíò òåëî
îòïóñêàþò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Òðàåê-
òîðèÿ åãî äâèæåíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóí-
êå. Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå òåëî ïàäàåò
ïîä óãëîì β ê ãîðèçîíòó.

u

β

B γ

Ðèñ. 36
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Ïîä êàêèì óãëîì ê ãîðèçîíòó òåëî íà÷íåò äâèãàòüñÿ? Ñèëà ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ âîçäóõà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó åãî
ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî âîçäóõà è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíà åé.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ Fñîïð = αv2
îòí, ãäå α � êîýôôèöèåíò ïðîïîð-

öèîíàëüíîñòè. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè ñèë, äåéñòâóþùèõ íà îñü OX.
Ïî ãîðèçîíòàëè íà òåëî äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà
Fñîïðx = max.

u-vx

vy
vотн

φ

Ðèñ. 37

Òàê êàê ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà vîòí =

=
√

(u− vx)2 + v2
y , òî ïðîåêöèÿ ñèëû ñîïðî-

òèâëåíèÿ âîçäóõà íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü OX
ðàâíà:

Fñîïðx = α
(√

(u− vx)2 + v2
y

)2

cosϕ.

Êîñèíóñ óãëà ϕ îïðåäåëèì èç òðåóãîëüíèêà cosϕ =
u− vx√

(u− vx)2 + v2
y

.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì:

Fñîïðx = α(u− vx)
√

(u− vx)2 + v2
y .

Àíàëîãè÷íî íàéäåì Fñîïðy = αvy
√

(u− vx)2 + v2
y .

Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü OX è
âåðòèêàëüíóþ îñü OY

α(u− vx)
√

(u− vx)2 + v2
y = max,

mg − αvy
√

(u− vx)2 + v2
y = may.

Îòêóäà âûðàæàåì ïðîåêöèè óñêîðåíèé
ax =

α

m
(u− vx)

√
(u− vx)2 + v2

y ,

ay = g − α

m
vy

√
(u− vx)2 + v2

y .
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ãäå m � ìàññà òåëà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïðè ìàëûõ
âðåìåíàõ ïîëåòà òåëà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî vx << u, vy << u , αv2

y <<
<< mg è äâèæåíèå òåëà ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì.

Äëÿ ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t êîîðäèíàòû òåëà x ≈ αu2∆t2

2m
,

y ≈ g∆t2

2
, òî åñòü

tg γ =
y

x
=
mg

αu2
.

Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå vx = u, αv2
y = mg, òî åñòü vy =

√
mg

α
. Â

òàêîì ñëó÷àå

tg β =
vy
vx

=

√
mg

αu2
.

Òàêèì îáðàçîì, tg γ = tg2 β.

Îòâåò: tg γ =
mg

αu2
.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 32. Áðóñîê è òåëåæêà ñ ðàâíûìè ìàññàìè ñâÿçàíû ëåãêîé íè-
òüþ è óäåðæèâàþòñÿ íåïîäâèæíî çà áðóñîê íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè
ñ èçâåñòíûì óãëîì íàêëîíà α, tgα = 3/7 (ñì. ðèñ. 38). Áðóñîê îòïóñ-
êàþò. Ñèñòåìà ïðèõîäèò â äâèæåíèå, è ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè óìåíü-
øàåòñÿ â 3 ðàçà. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ áðóñêà î
íàêëîííóþ ïëîñêîñòü. Íèòü ïàðàëëåëüíà íàêëîííîé ïëîñêîñòè.

a

Ðèñ. 38

m

M a

Ðèñ. 39
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Çàäà÷à 33. Ïðèçìà ìàññîé M íàõîäèòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè ãëàäêîãî ñòîëà è óïèðàåòñÿ â ãëàäêóþ ñòåíêó (ñì. ðèñ. 39). Íà
ïîâåðõíîñòü ïðèçìû, íàêëîíåííóþ ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó, ïîëîæèëè
áðóñîê ìàññîé m è îòïóñòèëè. Áðóñîê ñòàë ñîñêàëüçûâàòü. Êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ ìåæäó áðóñêîì è ïðèçìîé µ. Íàéòè ñèëó
äàâëåíèÿ ïðèçìû íà ñòîë.

Çàäà÷à 34[3]. Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ðàñïîëîæåíà ñèñòåìà
ãðóçîâ, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 40.

Ïðàâûé íèæíèé ãðóç òÿíóò âäîëü ñòîëà
ñ ñèëîé

#�

F , êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå. Êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ãðóçàìè ìàññû
m1 è m2 ðàâåí µ. Íàéäèòå óñêîðåíèå âñåõ
ãðóçîâ ñèñòåìû.

m1

m2

F
m1

m2

Ðèñ. 40

Çàäà÷à 35[3]. ×åòûðåìÿ íàòÿíóòûìè íè-
òÿìè ãðóç çàêðåïëåí íà òåëåæêå. Ñèëà íà-
òÿæåíèÿ ãîðèçîíòàëüíûõ íèòåé ñîîòâåò-
ñòâåííî T1 è T2, à âåðòèêàëüíûõ � T3 è
T4. Ñ êàêèì óñêîðåíèåì òåëåæêà äâèæåò-
ñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè?

T1

T3

T2

T4
g

Ðèñ. 41

Çàäà÷à 36[3]. Äâà òåëà ìàññû m1 è m2 ñâÿçàíû íèòüþ, âûäåðæèâàþ-
ùåé ñèëó íàòÿæåíèÿ T .

Ê òåëàì ïðèëîæåíû ñèëû F1 = αt
è F2 = 2αt, ãäå α � ïîñòîÿííûé
êîýôôèöèåíò, t � âðåìÿ äåéñòâèÿ
ñèëû. Îïðåäåëèòå, â êàêîé ìîìåíò
âðåìåíè íèòü ïîðâåòñÿ.

m1m2

F1F2

Ðèñ. 42

Çàäà÷à 37. Ðåøèòå çàäà÷ó 23, ðàññìîòðåâ ñëó÷àé, êîãäà ìàññà îäíîé
øàéáû â äâà ðàçà áîëüøå ìàññû äðóãîé øàéáû.

Çàäà÷à 38. Ñèñòåìà èç äâóõ îäèíàêîâûõ òåë, ñîåäèíåííûõ ëåãêîé
íåðàñòÿæèìîé íèòüþ, ïåðåáðîøåííîé ÷åðåç áëîê, ïîêîèòñÿ íà ãîðè-
çîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè.
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Åñëè ê ñâîáîäíîìó êîíöó ïðèëî-
æèòü íåêóþ ñèëó F , òî îí íà÷íåò
äâèæåíèå ñ óñêîðåíèåì a = 1 ì/ñ2.
Êàêèå óñêîðåíèÿ a1 è a2 ïðè ýòîì
áóäóò èìåòü òåëà, åñëè êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ ìåæäó íèìè è ïîâåðõ-
íîñòüþ µ = 0,2.

1

2
F

Ðèñ. 43

Ìàññîé áëîêà è òðåíèåì â åãî îñè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Çàäà÷à 39. Ïî ñâèñàþùèì êîíöàì ëåãêîé íåðàñòÿæèìîé íèòè, ïå-
ðåêèíóòîé ÷åðåç ñèñòåìó áëîêîâ, ñêîëüçÿò êîëüöà, ìàññû êîòîðûõ m
è 2m (ñì. ðèñ. 44). Îïðåäåëèòå óñêîðåíèÿ êîëåö, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
ïîäâèæíûé áëîê ê ïðèêðåïëåííîìó ê íåìó ãðóçîì 2m ïîêîèòñÿ.

2m m

2m

Ðèñ. 44

M

m1

m2

Ðèñ. 45

Çàäà÷à 40. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ëåæèò áðóñîê ìàññîé m1

è íà íåì � äðóãîé áðóñîê ìàññîé m2. ×åðåç ñèñòåìó áëîêîâ, èçîáðà-
æåííóþ íà ðèñóíêå, ïåðåêèíóòà íèòü. Ê ïîäâèæíîìó áëîêó ïîäâåøåí
ãðóç ìàññîé M = m1 +m2 (ñì. ðèñ. 45). Ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ìåæ-
äó ìàññàìè m1 è m2, áðóñêè íå áóäóò ñêîëüçèòü äðóã ïî äðóãó, åñëè
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó áðóñêàìè ðàâåí µ, à êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
íèæíåãî áðóñêà î ïëîñêîñòü ðàâåí íóëþ. Íèòü ñ÷èòàòü íåâåñîìîé è
íåðàñòÿæèìîé, ìàññîé áëîêîâ è òðåíèåì â íèõ ïðåíåáðå÷ü.

Çàäà÷à 41. ¾Òðîéíèê¿ ñ äâóìÿ îòêðûòûìè â àòìîñôåðó âåðòèêàëü-
íûìè òðóáêàìè è îäíîé çàêðûòîé ãîðèçîíòàëüíîé, ïîëíîñòüþ çàïîë-
íåí âîäîé. Ïîñëå òîãî êàê ¾òðîéíèê¿ ñòàëè äâèãàòü ïî ãîðèçîíòàëè (â
ïëîñêîñòè ðèñóíêà íàïðàâî) ñ íåêîòîðûì óñêîðåíèåì, èç ¾òðîéíèêà¿
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âûëèëîñü 1/8 ìàññû âñåé ñîäåðæàâøåéñÿ â íåì âîäû.

L

L L

Ðèñ. 46

m
M

g

μ

Ðèñ. 47

×åìó ïðè ýòîì ðàâíî äàâëåíèå P â æèäêîñòè ó çàêðûòîãî êîíöà (òî÷êà
O) ãîðèçîíòàëüíîé òðóáêè? Âíóòðåííåå ñå÷åíèå âñåõ òðóáîê îäèíàêî-
âî, äëèíà òðóáîê ðàâíà L.

Çàäà÷à 42. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 47, òåëî ìàññîé M
ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ ìåæäó òåëàìè M è m ðàâåí µ. Íàéäèòå óñêîðåíèå a
òåëà M . Ìàññîé áëîêîâ è íåðàñòÿæèìîé íèòè ïðåíåáðå÷ü. Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g.

Çàäà÷à 43. Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì
ïîëó íàõîäèòñÿ êëèí ìàññîé M ñ óãëîì
íàêëîíà α ïðè îñíîâàíèè. Íà ïîâåðõíî-
ñòè êëèíà ðàñïîëîæåí áðóñîê ìàññîé m,
ïðèâÿçàííûé ëåãêîé íèòüþ ê ñòåíå. Íèòü
ïåðåêèíóòà ÷åðåç íåâåñîìûé áëîê, óêðåï-
ëåííûé íà âåðøèíå êëèíà. Îòðåçîê íèòè
AB ïàðàëëåëåí ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè ïîëà.

A B
m

M a

Ðèñ. 48

Âíà÷àëå ñèñòåìó óäåðæèâàþò, à çàòåì îòïóñêàþò, è áðóñîê íà÷èíàåò
ñêîëüçèòü ïî íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè êëèíà. Ñèëû òðåíèÿ îòñóòñòâó-
þò. Íàéäèòå óñêîðåíèå êëèíà â ýòîì ñëó÷àå. Ïîëàãàÿ α çàäàííûì,
íàéäèòå ïðè êàêîì îòíîøåíèè ìàññ êëèíà è áðóñêà òàêîå ñêîëüæåíèå
âîçìîæíî.
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Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

Êèíåìàòèêà äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè

Óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, ïîêà-
çûâàþùàÿ, íà êàêîé óãîë ∆ϕ ïîâåðíóëîñü òåëî çà
ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t

ω =
∆ϕ

∆t
,

â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè
óêàçûâàþò 1 /ñ (îáðàòíóþ ñåêóíäó, ñ−1).

ΔS

O

R Δφ

M
v
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Âðåìÿ, çà êîòîðîå òåëî ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò, íàçûâàåòñÿ ïåðèî-
äîì îáðàùåíèÿ (èëè ïðîñòî ïåðèîäîì) è ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ T . Â ýòîì
ñëó÷àå òåëî ïîâåðíóëîñü íà óãîë, ðàâíûé ∆ϕ = 2π, òîãäà

ω =
∆ϕ

∆t
=

2π

T
.

Ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ v íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå äëèíû äóãè ∆S êî âðå-
ìåíè ∆t

v =
∆S

∆t
.

Åñëè òî÷êàM ñîâåðøèëà ïîëíûé îáîðîò, òî îíà ïðîøëà ïóòü, ðàâíûé
∆S = 2πR (äëèíà îêðóæíîñòè). Òîãäà

v =
∆S

∆t
=

2πR

T
=

2π

T
R = ωR.

Ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè (ñ ïîñòî-
ÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ). Òàê êàê â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ìåíÿåòñÿ
íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè, òî âåêòîð èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ∆ #�v = #�v2− #�v1 6= 0,
çíà÷èò òåëî äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì:
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#�a =
#�v2 − #�v1

∆t
=

∆ #�v

∆t
.

Òàêîå óñêîðåíèå íàçûâàåòñÿ öåíòðîñòðå-

ìèòåëüíûì. Òàê êàê ω =
∆ϕ

∆t
, óãîë

∠FDE = ∆ϕ, | #�v1| = | #�v2| = v, òî EF ≈
≈ FD · ∠FDE ≈ v · ∆ϕ ïðè ìàëîì óãëå
∆ϕ→ 0. Îòêóäà ïîëó÷àåì:

O
R

A

v1
B

v2

ΔφD

F

E
v1

v2

Δv

Δφ
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#�a =
∆ #�v

∆t
, | #�a | = v ·∆ϕ

∆t
= v

∆ϕ

∆t
= v · ω.

À òàê êàê v = ωR, òî a = v · ω = ω2R.

Íåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè. Ïðè
òàêîì äâèæåíèè óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω çàâèñèò îò âðåìåíè. Ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ ω ñî âðåìåíåì íàçûâàåòñÿ óãëîâûì óñêîðåíèåì ε, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

ε =
∆ω

∆t
, (ïðè ∆t→ 0).

Åñëè óãëîâîå óñêîðåíèå ïîñòîÿííî, òî çàâèñèìîñòü óãëà ïîâîðîòà òî÷-
êè îò âðåìåíè (ïî àíàëîãèè ñ êèíåìàòèêîé ðàâíîïåðåìåííîãî äâèæå-
íèÿ ïî ïðÿìîé) ïðèíèìàåò âèä:

ϕ(t) = ϕ0 + ω0 · t+
εt2

2
.

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 44. Òîíêàÿ çàïàÿííàÿ ñ îäíîãî êîíöà òðóáêà çàïîëíåíà ðòó-
òüþ è çàêðåïëåíà íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëàòôîðìå, âðàùàþùåéñÿ ñ óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ ω âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè òàê, ÷òî ðòóòü íå âûëèâà-
åòñÿ è çàïîëíÿåò ïîëíîñòüþ ãîðèçîíòàëüíîå êîëåíî òðóáêè. Îòêðûòîå
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êîëåíî òðóáêè âåðòèêàëüíî. Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû óñòàíîâêè óêà-
çàíû íà ðèñóíêå. Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå p0, ïëîòíîñòü ðòóòè ρ. Íàé-
äèòå äàâëåíèå ðòóòè â ìåñòå èçãèáà òðóáêè. Íàéäèòå äàâëåíèå ðòóòè
ó çàïàÿííîãî êîíöà òðóáêè.

3L

H
L

ω
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ω

A

B C
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Ðåøåíèå. Äàâëåíèå â òî÷êå A ðàâíî àòìîñôåðíîìó, pA = p0. Òàê êàê
óñêîðåíèå ñòîëáà AB ïî ãîðèçîíòàëè ðàâíî íóëþ, òî äàâëåíèå æå â
òî÷êå B îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà äàâëåíèé â òî÷êå A è ãèäðîñòàòè÷å-
ñêîãî äàâëåíèÿ ñòîëáà æèäêîñòè AB

pB = pA + ρgH = p0 + ρgH.

Ó÷àñòîê æå BC äâèãàåòñÿ ïî îêðóæíîñòè, çíà÷èò ó íåãî åñòü ãîðè-
çîíòàëüíîå óñêîðåíèå (öåíòðîñòðåìèòåëüíîå), íàïðàâëåííîå â ñòîðîíó
îñè âðàùåíèÿ. Òàê êàê âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ïèøåòñÿ äëÿ ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè, òî çàïèøåì åãî äëÿ öåíòðà ìàññ (ñåðåäèíû) ó÷àñòêà BC.
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî îñè âðàùåíèÿ ðàâíî 3L, à îò òî÷êè C � L,
çíà÷èò äëèíà ó÷àñòêà BC ðàâíà 3L − L = 2L è ñåðåäèíà îòðåçêà BC
ðàñïîëîæåíà íà ðàññòîÿíèè 2L äî îñè âðàùåíèÿ. Ìàññà ó÷àñòêà BC
ðàâíà m = 2LρS, ãäå S � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òðóáêè. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåòñÿ:

pBS − pCS = 2LρS · ω22L,

pB − pC = 4ρω2L2,

pC = pB − 4ρω2L2 = p0 + ρgH − 4ρω2L2.

Îòâåò: pB = p0 + ρgH, pC = p0 + ρgH − 4ρω2L2.

Çàäà÷à 45. Ëåòîì 2003 ãîäà ìíîãèå ëþáèòåëè àñòðîíîìèè íàáëþäàëè,
êàê Ìåðêóðèé ïåðåñåêàë ñîëíå÷íûé äèñê. Â òå÷åíèè êàêîãî âðåìåíè
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t ìîæíî áûëî íàáëþäàòü ýòî ÿâëåíèå? Ìåðêóðèé âðàùàåòñÿ âîêðóã
Ñîëíöà â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è Çåìëÿ, è ñîâåðøàåò îäèí îáîðîò çà
τ = 88 çåìíûõ ñóòîê. Óãëîâîé ðàçìåð ñîëíå÷íîãî äèñêà, âèäèìûé ñ
Çåìëè, ðàâåí α = 0,5°. Îðáèòû Çåìëè è Ìåðêóðèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü
êðóãîâûìè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü T = 365 ñóò. � ïåðèîä îáðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã Ñîëí-
öà. Óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè ωÇ è Ìåðêóðèÿ ωÌ âîêðóã
Ñîëíöà

Земля

Меркурий

Солнце

RM

Rз

a

l
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ωÇ =
2π

T
, ωÌ =

2π

τ
.

Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà K, âðàùàþ-
ùóþñÿ âîêðóã Ñîëíöà òàê, ÷òî öåíòð Çåì-
ëè â íåé íåïîäâèæåí. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü
Ìåðêóðèÿ â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

ωîòí = |ωÌ − ωÇ| =
∣∣∣∣2πτ − 2π

T

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣2πτ (1− τ

T

)∣∣∣∣ .
Ïåðåñåêàÿ ñîëíå÷íûé äèñê, Ìåðêóðèé â ñèñòåìå K ïðîõîäèò ðàññòîÿ-
íèå l = α(RÇ − RÌ), ãäå RÇ è RÌ ðàäèóñû îðáèò Çåìëè è Ìåðêóðèÿ.
Â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà Ìåðêóðèé äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v =
= ωîòí ·RÌ, ïîýòîìó ïðîéäåò ýòî ðàññòîÿíèå çà âðåìÿ

t =
l

v
=
α(RÇ −RÌ)

ωîòíRÌ

=
α

ωîòí

(
RÇ

RÌ

− 1

)
.

Òàê êàê Ìåðêóðèé è Çåìëÿ äâèãàþòñÿ ïî îêðóæíîñòè, òî äëÿ Ìåðêó-

ðèÿ ω2
ÌRÌ = γ

M

R2
Ì

, äëÿ Çåìëè ω2
ÇRÇ = γ

M

R2
Ç

, ãäå M � ìàññà Ñîëíöà.

Ïîñëå äåëåíèÿ ïîëó÷àåì:

ω2
ÌRÌ

ω2
ÇRÇ

=
γ M
R2
Ì

γ M
R2
Ç

,
ω2
Ì

ω2
Ç

=
R3
Ç

R3
Ì

,

(
2π
τ

)2(
2π
T

)2 =
R3
Ç

R3
Ì

,

(
T

τ

)2

=

(
RÇ

RÌ

)3

.
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Äàííîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ðàäèóñû îðáèò ñ ïåðèîäàìè èõ îá-
ðàùåíèÿ, íàçûâàåòñÿ òðåòèé çàêîí Êåïëåðà. Èç äàííîãî çàêîíà ñëå-

äóåò, ÷òî
RÇ

RÌ

=

(
T

τ

) 2
3

. Òàêèì îáðàçîì

t =
α

ωîòí

(
RÇ

RÌ

− 1

)
=

α
2π
τ

(
1− τ

T

) ((T
τ

) 2
3

− 1

)
=

=
ατT

2π(T − τ)

((
T

τ

) 2
3

− 1

)
≈ 6 ÷àñ.

Â ýòîì ðåøåíèè ìû ïðåíåáðåãëè ñîáñòâåííûì âðàùåíèåì Çåìëè, êî-
òîðîå ñêàçûâàåòñÿ â âèäå íåáîëüøîãî ñìåùåíèÿ íàáëþäàòåëÿ.

Îòâåò: t = 6 ÷àñ.

Çàäà÷à 46. Òîíêîñòåííûé öèëèíäð êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñî ñêîðîñòüþ v0 = 6 ì/ñ. Êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ ìåæäó öèëèíäðîì è ïîâåðõíîñòüþ ðàâåí µ = 0,2. Öèëèíäð
ñòàëêèâàåòñÿ ñ âåðòèêàëüíîé ãëàäêîé ñòåíêîé è óïðóãî îòðàæàåòñÿ
îò íå¼. Íàéäèòå ñêîðîñòè âåðõíåé è íèæíåé òî÷åê öèëèíäðà íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîñëå îòðàæåíèÿ. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü öåíòðà öèëèíäðà ÷åðåç
t1 = 2 ñ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñî ñòåíêîé è ïóòü, ïðîéäåííûé ýòèì öè-
ëèíäðîì. Îïðåäåëèòå, êàêîé ïóòü ïðîéäåò öåíòð öèëèíäðà ê ìîìåíòó
âðåìåíè t2 = 4 ñ.

v0

Ðèñ. 54

v0

Fтр

y

x

A

B
ω

Ðèñ. 55

Ðåøåíèå. Äî óäàðà ïðè ÷èñòîì êà÷åíèè ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ öèëèíäðà v0 è óãëîâàÿ ñêîðîñòü öèëèíäðà ω ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèåì v0 = ωR, ãäå R � ðàäèóñ øàðà.
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Ïîñëå óïðóãîãî óäàðà ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öèëèíäðà
ìåíÿåò çíàê, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ
ïðåæíåé. Öèëèíäð íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì. Ñðàçó ïî-
ñëå îòðàæåíèÿ îò ñòåíêè ñêîðîñòü åãî âåðõíåé òî÷êè B ðàâíà vB = v0−
− ωR = 0, à íèæíåé òî÷êè A áóäåò vA = v0 + ωR = 2v0.

Ïîñëå îòðàæåíèÿ îáà äâèæåíèÿ öèëèíäðà � ïîñòóïàòåëüíîå è âðà-
ùàòåëüíîå � îêàçûâàþòñÿ ðàâíîçàìåäëåííûìè, òàê êàê íà íåãî áóäåò
äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííàÿ ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ Fòð = µmg. Öèëèíäð

áóäåò äâèãàòüñÿ ñ óñêîðåíèåì a =
Fòð
m

= µg. ×åðåç âðåìÿ t1 ñêîðîñòü
öèëèíäðà

v1 = v0 − at1 = v0 − µgt1 = 2 ì/ñ,

è ïðîéäåííûé ïóòü

S1 = v0t1 −
at21
2

= 8 ì.

Öèëèíäð îñòàíîâèòñÿ ÷åðåç âðåìÿ τ =
v0

a
=
v0

µg
= 3 ñ. Ê ýòîìó ìîìåí-

òó ïðåêðàòèòñÿ è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå. Ïðîéäåííûé ïóòü â ýòîò
ìîìåíò áóäåò ðàâåí

S2 = v0τ −
aτ2

2
= 9 ì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç 4 ñåêóíäû ïóòü, ïðîéäåííûé öèëèíäðîì, áóäåò
ðàâåí 9 ìåòðàì.

Îòâåò: vA = 2v0, vB = 0, v1 = 2 ì/ñ, S1 = 8 ì, S2 = 9 ì.

Çàäà÷à 47. Ñâåò îò Ñîëíöà äî Çåìëè äîõîäèò çà τ1 = 500 ñ, îò Çåìëè
äî Ëóíû çà τ2 = 1,3 ñ. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ vmax è íàèìåíüøóþ vmin
ñêîðîñòü Ëóíû â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Ñîëíöåì. Êàê âûãëÿ-
äèò Ëóíà â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè íà íåáåñíîé ñôåðå (ñ òî÷êè çðåíèÿ
çåìíîãî íàáëþäàòåëÿ)? Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî òðàåêòîðèþ Ëóíû â
ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Ïðèìå÷àíèå. Ëóíà âîêðóã Çåìëè âðàùàåòñÿ â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è
Çåìëÿ âîêðóã Ñîëíöà. Ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå c = 3 · 108 ì/ñ. Çåìëÿ
äåëàåò îäèí îáîðîò âîêðóã Ñîëíöà çà T1 = 1 ãîä ≈ π · 107 ñ. Ëóíà
äåëàåò îäèí îáîðîò âîêðóã Çåìëè ïðèáëèçèòåëüíî çà T2 = 27 ñóò.
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Ðåøåíèå. Çåìëÿ äâèæåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R1 =
= cτ1 ñî ñêîðîñòüþ

v1 =
2πR1

T1
=

2πcτ1

T1
≈ 30 êì/ñ.

Àíàëîãè÷íî, â ñèñòåìå îòñ÷åòà Çåìëè Ëóíà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè
ðàäèóñà R2 = cτ2 ñî ñêîðîñòüþ

v2 =
2πR2

T2
=

2πcτ2

T2
≈ 1 êì/ñ.

Ñêîðîñòü Ëóíû â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà #�v = #�v1 + #�v2. Îíà
ìàêñèìàëüíà, êîãäà #�v1 è

#�v2 ñîíàïðàâëåíû, è ìèíèìàëüíà, êîãäà
#�v1 è

#�v2

íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêî-
ðîñòè Ëóíû òîãäà vmax = v1 + v2 = 31 êì/ñ è vmin = v1− v2 = 29 êì/ñ.
Îáå èñêîìûå ñêîðîñòè ñîíàïðàâëåíû ñ v1, òî åñòü íàïðàâëåíû ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ðàäèóñó, ñîåäèíÿþùåìó öåíòðû Ñîëíöà è Çåìëè.

Ðèñ. 56

Ïîñêîëüêó Ëóíà âðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè â òó
æå ñòîðîíó, ÷òî è Çåìëÿ âîêðóã Ñîëíöà, òî ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü Ëóíû áóäåò äîñòèãàòüñÿ, êî-
ãäà îíà íàõîäèòñÿ íà ìàêñèìàëüíîì óäàëåíèè îò
Ñîëíöà. Â ýòîò ìîìåíò îñâåùåííàÿ ñòîðîíà Ëó-
íû îáðàùåíà ê Çåìëå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîëó-
íèþ, ëóííûå çàòìåíèÿ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî
ïðè òàêîì ïîëîæåíèè Ëóíû, Çåìëè è Ñîëíöà.

Ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü Ëóíà èìååò íà ìèíèìàëüíîì óäàëåíèè îò
Ñîëíöà, êîãäà îíà îáðàùåíà ê Çåìëå òåíåâîé ñòîðîíîé. Â òàêèõ
ñîñòîÿíèÿõ âîçìîæíî ñîëíå÷íîå çàòìåíèå.

Òðàåêòîðèÿ Ëóíû â ãåëèîöåíòðè÷åñêîå ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîõîæà íà ñè-
íóñîèäó, ñâåðíóòóþ â êîëüöî. Äàííàÿ òðàåêòîðèÿ íå èìååò ñàìîïåðåñå-
÷åíèé â òå÷åíèå îäíîãî ãîäà, à ñàìî äâèæåíèå íå ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêîå,
òî åñòü Ëóíà íå ïîâòîðÿåò ñâîþ òðàåêòîðèþ ïðè ñëåäóþùåì îáîðîòå
âîêðóã Ñîëíöà.

Îòâåò: vmax = 31 êì/ñ, vmin = 29 êì/ñ.

Çàäà÷à 48. Çåìëÿ èç�çà âðàùåíèÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñïëþùåíà ñî ñòî-
ðîíû ïîëþñîâ. Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå îò öåíòðà Çåìëè äî ïîëþñîâ (ïî-
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ëÿðíûé ðàäèóñ) ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà Çåìëè äî ýêâàòîðà (ýê-
âàòîðèàëüíûé ðàäèóñ). Îöåíèòå îòíîøåíèå ðàçíîñòè ýêâàòîðèàëüíîãî
ðàäèóñà è ïîëÿðíîãî ðàäèóñîâ ê ñðåäíåìó ðàäèóñó Çåìëè R = 6370 êì.
Çåìëþ ñ÷èòàòü æèäêèì òåëîì, îêðóæåííûì òîíêîé ýëàñòè÷íîé îáî-
ëî÷êîé â âèäå çåìíîé êîðû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äàâëåíèå â öåíòðå Çåìëè p. Ðàññìîòðèì äâà òîíêèõ
ñòîëáà æèäêîñòè OA è OB ñå÷åíèåì S è äëèíîé Rï (ïîëÿðíûé ðà-
äèóñ), ðàñïîëîæåííûõ âäîëü îñè âðàùåíèÿ Çåìëè è â ýêâàòîðèàëüíîé
ïëîñêîñòè.

A

B
O

ΔR

Ðèñ. 57

Îöåíî÷íî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ïðèòÿ-
ãèâàþòñÿ ê öåíòðó Çåìëè ñ îäèíàêîâîé
ñèëîé F . Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ñòîëáà OA:
F = pS. Íà ñòîëá OB äàâèò ¾äîâåñîê¿
òîëùèíîé ∆R. Öåíòð ìàññ ñòîëáà OB äâè-
æåòñÿ ñ öåíòðîñòðåìèòåëüíûì óñêîðåíèåì

a =

(
2π

T

)2

· RÏ

2
, ãäå T = 24 ÷. Ñîãëàñíî

âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

F − pS + ρgS∆R = ρRÏSa.

Èç çàïèñàííûõ óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî RÏ ≈ R, ïîëó÷àåì

F − pS + ρgS∆R = ρRÏS

(
2π

T

)2

· RÏ

2
,

g∆R = RÏ

(
2π

T

)2

· RÏ

2
,

∆R

R
=

(
2π

T

)2 RÏ

2g
≈ 1

582
.

Îòìåòèì, ÷òî òàáëè÷íîå çíà÷åíèå ñîñòàâëÿåò
1

297
.

Îòâåò:
∆R

R
=

1

582
.

Çàäà÷à 49. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà íàõîäèòñÿ
êëèí, ïðèñëîíåííûé ê ãëàäêîé âåðòèêàëüíîé ñòåíå. Ïîâåðõíîñòü êëè-
íà íàêëîíåíà ê ãîðèçîíòó ïîä óãëîì α. Àâòîìîáèëüíîå êîëåñî ìàññîé
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M ñêàòûâàåòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ êëèíà. Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ
êîëåñà ïî êëèíó êëèí äåéñòâóåò íà ñòåíó ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé F . Êà-
êîé ñêîðîñòè äîñòèãíåò êîëåñî, ïðîéäÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ïóòü S ïî
êëèíó?

g

a

Ðèñ. 58

Mg

x

Fтр N

F

a
N

Fтр

Ðèñ. 59

Ðåøåíèå. Âî âðåìÿ äâèæåíèÿ êîëåñà ïî ïîâåðõíîñòè êëèíà êëèí îñòà-
åòñÿ íåïîäâèæíûì. Ïîýòîìó ïðîåêöèÿ íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü âñåõ
äåéñòâóþùèõ íà êëèí ñèë ðàâíà íóëþ:

F + Fòð cosα−N sinα = 0.

Çäåñü Fòð � ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ìåæäó êîëåñîì è ïîâåðõíîñòüþ êëèíà,
N = Mg cosα � ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ êîëåñà íà êëèí, ðàâíàÿ
ñèëå ðåàêöèè îïîðû. Ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ �âåëè÷èíà íåèçâåñòíàÿ (íå
ïóòàòü ñèëó òðåíèÿ ïîêîÿ ñ ñèëîé òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ), íî å¼ ìîæíî
íàéòè èç ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ:

Fòð =
N sinα− F

cosα
=
Mg cosα sinα− F

cosα
= Mg sinα− F

cosα
.

Òåïåðü çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ öåíòðà êîëåñà

Ma = Mg sinα− Fòð,

îòêóäà íàéäåì óñêîðåíèå êîëåñà:

a = g sinα− Fòð
M

= g sinα−
Mg sinα− F

cosα

M
= g sinα− g sinα+

+
F

M cosα
=

F

M cosα
.
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Ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ ñâÿçü ìåæäó
ïðîéäåííûì ïóòåì s è ñêîðîñòüþ v, äîñòèãíóòîé â êîíöå ïóòè, èìååò
âèä:

v =
√

2as,

îòêóäà íàõîäèì

v =

√
2Fs

M cosα
.

Îòâåò: v =

√
2Fs

M cosα
.

Çàäà÷à 50. Ïî ñòîðîíàì ïðÿìîãî óãëà ñêîëüçèò ïàëî÷êà äëèíîé 2l, ïî
ñåðåäèíå êîòîðîé çàêðåïëåíà áóñèíêà ìàññû m (ñì. ðèñ. 60). Ñêîðîñòü
òî÷êè B ïîñòîÿííà è ðàâíà v. Îïðåäåëèòü, ñ êàêîé ñèëîé äåéñòâóåò
áóñèíêà íà ïàëî÷êó â òîò ìîìåíò, êîãäà α = 45°.

B v

a

A

Ðèñ. 60

C

B

A

O

Ðèñ. 61

A

v
2
vC

aC

45
B

a v

Ðèñ. 62

Ðåøåíèå. Íà áóñèíêó äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè m #�g è ñèëà
#�

Q ðåàêöèè
ïàëî÷êè. Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

m #�g +
#�

Q = m #�a .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëû ðåàêöèè
#�

Q íåîáõîäèìî íàéòè
óñêîðåíèå áóñèíêè #�a . Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, ñèëà | #�N |, ñ êîòî-
ðîé áóñèíêè äåéñòâóåò íà ïàëî÷êó ðàâíà ñèëå | #�Q|, ñ êîòîðîé ïàëî÷êà
äåéñòâóåò íà áóñèíêó (ïî ìîäóëþ). Ñîåäèíèì áóñèíêó ñ âåðøèíîé ïðÿ-
ìîãî óãëà. Òàê êàê òðåóãîëüíèê ABC � ïðÿìîóãîëüíûé, à òî÷êà C �
ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû, òî OC ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, çíà÷èò OC = AC =
= CB = 1/2 · AB = l (ñì. ðèñ. 61). À òàê êàê â ïðîöåññå äâèæåíèÿ
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ïàëî÷êè å¼ äëèíà íå ìåíÿåòñÿ, òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàññòîÿ-
íèå îò áóñèíêè äî âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà ñîõðàíÿåòñÿ, çíà÷èò áóñèíêà
äâèãàåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà l. Ñêîðîñòü vC áóñèíêè íàïðàâëåíà
ïî êàñàòåëüíîé ê ýòîé îêðóæíîñòè, à öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå

ðàâíî aC =
v2
C

l
.

Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïîëíàÿ ñêîðîñòü áóñèíêè ñêëàäûâàåòñÿ èç ãî-
ðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ñêî-
ðîñòü òî÷êè B ïîñòîÿííà è ðàâíà #�v . Ãîðèçîíòàëüíûå ñêîðîñòè âñåõ
îñòàëüíûõ òî÷åê òîæå ïîñòîÿííû, ïðè÷åì ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêîðîñòü

áóñèíêè ðàâíà
#�v

2
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñêîðåíèå áóñèíêè #�a è ñèëà ðå-

àêöèè
#�

Q íàïðàâëåíû âåðòèêàëüíî. Â òîò ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà óãîë
α = 45°, ñêîðîñòü #�v C áóñèíêè íàïðàâëåíà âäîëü ïàëî÷êè (∠OCB =
= 90°), à å¼ âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå îäèíàêîâû

ïî ìîäóëþ è ðàâíû
v

2
, çíà÷èò ïîëíàÿ ñêîðîñòü áóñèíêè â ýòîò ìîìåíò

ðàâíà vC =
v√
2
, ïîýòîìó

aC =
v2
C

l
=
v2

2l
.

Ïîëíîå óñêîðåíèå

a = aC
√

2 =
v2

2l

√
2 =

v2

√
2l
.

Îòêóäà ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

N = Q = mg −ma = m

(
g − v2

√
2l

)
.

Îòâåò: N = m

(
g − v2

√
2l

)
.
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Çàäà÷à 51.

Â äàëåêîì ñîçâåçäèè Òàó Êèòà

Æèâóò, ìåæäó ïðî÷èì, ïî�ðàçíîìó

Òîâàðèùè íàøè ïî ðàçóìó. . .

Â. Âûñîöêèé

Ïëàíåòà Êîñàòêà èç ñîçâåçäèÿ Òàó Êèòà èìååò òîò æå ðàçìåð, ÷òî è
Çåìëÿ, è ñîñòîèò èç íåñæèìàåìîé æèäêîé ñóáñòàíöèè, ïëîòíîñòü êîòî-
ðîé ρ = 800 êã/ì3. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñóòîê íà ýòîé ïëàíåòå ñîñòàâ-
ëÿåò 10 ÷. Ñåâåðíûé ïîëþñ Êîñàòêè íàïðàâëåí íà Çåìëþ. Îäíàæäû
íî÷üþ îáèòàòåëü ïëàíåòû Êèò Âýéë âñïëûë íà ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû
â ñåâåðíîì ïîëóøàðèè íà øèðîòå α = 54°, ÷òîáû ïîëþáîâàòüñÿ çâåçä-
íûì íåáîì. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ãîðèçîíòîì â òî÷êå, ãäå âñïëûë Âýéë,
è íàïðàâëåíèåì íà Çåìëþ (å¼ ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ρ0 = 5500 êã/ì3, ðà-
äèóñ R = 6400 êì). Âî âñåì ñîçâåçäèè Òàó Êèòà øèðîòîé òî÷êè íàçû-
âàåòñÿ óãîë ìåæäó ðàäèóñîì, ïðîâåäåííûì ê íåé èç öåíòðà ïëàíåòû è
ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà.

ωЗемля

y

x

экватор

Fтяж

Fреак

a
β

β

≈

Ðèñ. 63

экваторFреак

Fтяж

aC
a

x

y

a
ω

Ðèñ. 64

Направление на Землю

ось Косатки

Fреак x

Fреак 

Fреак y

β

β

β

≈

Ðèñ. 65

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïëîòíîñòü ïëàíåòû Êàñàòêà â
ρ

ρ0
ðàç ìåíüøå, ÷åì ó

Çåìëè, òî è óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè âî ñòîëüêî

æå ðàç ìåíüøå (ðàäèóñû ïëàíåò ðàâíû), gÊàñàòêà =
ρ

ρ0
g.

Ðàññìîòðèì ìàëåíüêèé ýëåìåíò æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû ðÿ-
äîì ñ Âýéëîì. Îáîçíà÷èì ìàññó ýòîãî ýëåìåíòà ÷åðåç m. Íà íåãî äåé-
ñòâóþò ñèëà òÿæåñòè è ñèëà ðåàêöèè îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Ïåðâàÿ

íàïðàâëåíà ê öåíòðó è ðàâíà Fòÿæ =
mgρ

ρ0
, à âòîðàÿ

#�

F ðåàê íàïðàâëåíà
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ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû. Èõ ñóììà ðàâíà∣∣∣ #�

F òÿæ +
#�

F ðåàê

∣∣∣ = ac = mω2R cosα.

Ñïðîåöèðóåì äàííîå óðàâíåíèå íà îñè x è y{
Fðåàêx = Fòÿæx ,

Fòÿæy − Fðåàêy = mac.

Fðåàêx = mg sinα
ρ

ρ0
,

Fðåàêy = Fòÿæy −mac.
Fðåàêx = mg sinα

ρ

ρ0
,

Fðåàêy = mf cosα
ρ

ρ0
−mω2R cosα.

Òàê êàê ïëàíåòà Êîñàòêà (äà è âñå ñîçâåçäèå Òàó Êèòà) óäàëåíî îò Çåì-
ëè íà î÷åíü áîëüøîå ðàññòîÿíèå (ïîðÿäêà 12 ñâåòîâûõ ëåò), òî ìîæíî
ñ÷èòàòü íàïðàâëåíèå íà Çåìëþ ïî÷òè ïàðàëëåëüíî îñè Êîñàòêè. Îò-
ñþäà íàõîäèì

tg β
Fðåàêx
Fðåàêy

=
mg sinα ρ

ρ0

mg cosα ρ
ρ0
−mω2R cosα

=
tgα

1− ρ0ω2R
gR

,

ãäå ω =
2π

T
. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì β ≈ 60°.

Îòâåò: β ≈ 60°.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 52. Íà êàðóñåëè ðàäèóñà R =
= 15 ì, âðàùàþùåéñÿ â ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîñêîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω =
= 0,5 ðàä/ñ, íà ðàññòîÿíèè R0 = 10 ì
îò öåíòðà ñòîèò õîêêåèñò. Â íåêîòîðûé
ìîìåíò îí óäàðèë êëþøêîé ïî øàé-
áå. Øàéáà ïîñëå áðîñêà îñòàâèëà ñëåä
(ñì. ðèñ. 66). Íàéäèòå âåëè÷èíó íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè øàéáû îòíîñèòåëüíî êàðóñåëè è
îòíîñèòåëüíî Çåìëè. Ðèñ. 66
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Òðåíèåì øàéáû î êàðóñåëü ïðåíåáðå÷ü. Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ìàëûõ çíà-
÷åíèÿõ ϕ (êîãäà ϕ âûðàæåí â ðàäèàíàõ) ìîæíî ñ÷èòàòü sinϕ ≈ ϕ,
cosϕ ≈ 1.

Çàäà÷à 53. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëàòôîðìå ñòîèò ñîñóä ñ âîäîé. Â ñî-
ñóäå çàêðåïëåí òîíêèé ñòåðæåíü AB, íàêëîíåííûé ê ãîðèçîíòó ïîä
óãëîì α.

Øàð ðàäèóñîì R ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðå-
íèÿ âäîëü ñòåðæíÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç åãî
öåíòð. Ïëîòíîñòü øàðà ρ0, ïëîòíîñòü âî-
äû ρ, ρ0 < ρ. Ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû ñ ïî-
ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã âåðòè-
êàëüíîé îñè OO′, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íèæ-
íèé êîíåö A ñòåðæíÿ, öåíòð øàðà óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè l îò ýòîãî êîíöà.

B
R

A
O

O

a

Ðèñ. 67

Ñ êàêîé ñèëîé øàð äåéñòâóåò íà ñòåðæåíü? Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ ïëàòôîðìû. Ïðè êàêîé ìèíèìàëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðà-
ùåíèÿ øàð ¾óòîíåò¿ è îêàæåòñÿ íà äíå ñîñóäà?

Çàäà÷à 54[3]. Íà ãëàäêîå ïðîâîëî÷íîå
êîëüöî ðàäèóñà R, ðàñïîëîæåííîå âåðòè-
êàëüíî, íàäåòà ìàëåíüêàÿ áóñèíêà. Êîëü-
öî âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã
âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ïî äèàìåò-
ðó êîëüöà (ñì. ðèñ. 68). Ãäå íàõîäèòñÿ áó-
ñèíêà?
Çàäà÷à 55. Óãîë, ïîä êîòîðûì âèäíî
Ñîëíöå ñ Çåìëè (óãëîâîé äèàìåòð), ðà-
âåí ïðèáëèçèòåëüíî α ≈ 10−2 ðàä. Ðàäèóñ
Çåìëè RÇ = 6400 êì. Îïðåäåëèòå îòíî-
øåíèå ñðåäíèõ ïëîòíîñòåé Çåìëè è Ñîëí-
öà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 1 ãîä ≈
≈ 3 · 107 ñ.

g
ω

Ðèñ. 68

Çàäà÷à 56[?]. Íàéäèòå ôîðìó ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â öèëèíäðè÷å-
ñêîì ñîñóäå, âðàùàþùåìñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω âîêðóã âåðòèêàëü-
íîé îñè (ò. å. íàéòè âûñîòó óðîâíÿ æèäêîñòè â çàâèñèìîñòè îò ðàññòî-
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ÿíèÿ äî îñè âðàùåíèÿ).

Çàäà÷à 57. Íà ãîðèçîíòàëüíîé è íà-
êëîííîé ïîâåðõíîñòÿõ ïðèçìû íàõîäÿòñÿ
íåáîëüøèå áðóñêè ñ ìàññàìè m è 2m, ñâÿ-
çàííûå ëåãêîé íèòüþ, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç
áëîê. Ïðèçìà ñ áðóñêàìè ìîæåò âðàùàòü-
ñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè OO′. Îñü OO′

ñîñòàâëÿåò óãîë α (sinα = 4/5) ñ íà-
êëîííîé ïëîñêîñòüþ ïðèçìû, ïðè÷åì îñü
è áðóñêè ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè ïðèçìû.
Áðóñêè íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ R è 3R
îò îñè âðàùåíèÿ.

3R Og

2m

m

a

R

O

Ðèñ. 69

Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ áðóñêà î íàêëîííóþ ïîâåðõíîñòü
ïðèçìû µ = 1/2, ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðèçìû ãëàäêàÿ. Ïðè
êàêîé ìèíèìàëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ áðóñîê ìàññîé m íà÷-
íåò óäàëÿòüñÿ îò îñè âðàùåíèÿ? Òðåíèåì â îñè áëîêà ïðåíåáðå÷ü.

Çàäà÷à 58∗. Êàìåíü, áðîøåííûé ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó ñ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòüþ v0, äâèæåòñÿ ïî íåêîòîðîé òðàåêòîðèè. Åñëè ïî ýòîé
òðàåêòîðèè ïîëåòèò êîìàð ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v0, òî êàêèì áó-
äåò åãî óñêîðåíèå íà âûñîòå, ðàâíîé ïîëîâèíå âûñîòû íàèáîëüøåãî
ïîäúåìà êàìíÿ? Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà ïðè äâèæåíèè êàìíÿ ìîæíî
íå ó÷èòûâàòü.
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Ãèäðîäèíàìèêà

Çàêîí Áåðíóëëè. Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

Æèäêîñòè ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà èäåàëüíûå è âÿçêèå, íà ñæèìàåìûå è
íåñæèìàåìûå. Â âÿçêèõ æèäêîñòÿõ ïðèñóòñòâóåò âíóòðåííåå òðåíèå,
êîãäà áîëåå áûñòðûå ÷àñòè æèäêîñòè óâëåêàþò çà ñîáîé áîëåå ìåä-
ëåííûå, ñàìè ïðè ýòîì çàìåäëÿÿñü. Â ðåçóëüòàòå òðåíèÿ âûäåëÿåòñÿ
òåïëî. Æèäêîñòè áåç âíóòðåííåãî òðåíèÿ íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè. Åñ-
ëè îáúåì æèäêîñòè ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò äàâëåíèÿ, òàêàÿ æèä-
êîñòü íàçûâàåòñÿ ñæèìàåìîé. Ó íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé ïëîòíîñòü
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ñ÷èòàòü ëè æèäêîñòü ñæèìàåìîé èëè íåñæèìàå-
ìîé çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Â ïðîöåññàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
çâóêîâûõ âîëí ñæèìàåìîñòü èãðàåò ðåøàþùóþ ðîëü. Â çàäà÷àõ, ãäå
äîñòàòî÷íî ìåäëåííîå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà òå÷åíèå íå
ñîïðîâîæäàåòñÿ ñóùåñòâåííûìè ïåðåïàäàìè äàâëåíèÿ, æèäêîñòü èëè
ãàç ìîæíî ñ÷èòàòü íåñæèìàåìûìè. Èìåííî òàêèå çàäà÷è ðàçáèðàþòñÿ
â íàñòîÿùåé ãëàâå � äâèæåíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Òå÷åíèå æèäêîñòè ïðèíÿòî îïèñûâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Â ïåðâîì ñïîñîáå ñëåäÿò çà äâèæåíèåì îòäåëüíûõ ÷àñòèö æèäêîñòè,
çà èõ òðàåêòîðèÿìè, çà èçìåíåíèåì â íèõ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
(íàïðèìåð, äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè). Ïîíÿòèå ÷àñòèöà çäåñü óñëîâíîå, ðå÷ü
èäåò î ïðîèçâîëüíûõ ìàëûõ îáúåìàõ æèäêîñòè, âçÿòûõ â îñíîâíîì
ïîòîêå. Ýòè îáúåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå òåëà,
ê êîòîðûì ïðèìåíèìû îáû÷íûå çàêîíû ìåõàíèêè, íàïðèìåð, çàêîíû
Íüþòîíà, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè.

Â äðóãîì ñïîñîáå ñìîòðÿò çà òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò â ôèêñèðîâàííûõ
òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè â êàæäîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, çàíÿòîì æèäêîñòüþ, îïðåäåëåí âåêòîð ñêîðîñòè.
Òàêàÿ ìãíîâåííàÿ êàðòèíà íàçûâàåòñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé. Ëèíèåé òîêà

íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé, ñêîðîñòü òå÷åíèÿ íàïðàâ-
ëåíà ïî êàñàòåëüíîé. Åñëè ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ñî âðåìåíåì íå ìåíÿþòñÿ,
ãîâîðÿò, ÷òî òå÷åíèå ñòàöèîíàðíî. Ëèíèè òîêà ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ
íåèçìåííû. Ëèíèè òîêà ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèö
æèäêîñòè òîëüêî â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ.
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Äàëåå ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå. Åñëè èç êàæäîé òî÷êè çà-
ìêíóòîãî êîíòóðà âûïóñòèòü ëèíèþ òîêà, ýòè ëèíèè îáðàçóþò íåêóþ
ïîâåðõíîñòü, òàê íàçûâàåìóþ òðóáêó òîêà. Òàê êàê â ëþáîé òî÷êå
ïîâåðõíîñòè òðóáêè òîêà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëü-
íîé, òî æèäêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ âíóòðè òðóáêè òîêà, åå íå ïîêèäàåò. Â
äîñòàòî÷íî òîíêîé òðóáêå òîêà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü â ïîïå-
ðå÷íîì ñå÷åíèè ïîñòîÿííà. ×åðåç êàæäîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå òðóáêè
òîêà çà âðåìÿ dt ïðîòåêàåò îäíî è òîæå êîëè÷åñòâî æèäêîñòè ìàññîé

dm = ρSvdt, (1)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, S � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òðóáêè òîêà, v �
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ.

Òàê êàê ÷åðåç êàæäîå ñå÷åíèå çà îäíî è òîæå âðåìÿ ïðîòåêàåò îäíà è
òà æå ìàññà, òî èç (1) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

ρ1S1v1 = ρ2S2v2, (2)

ãäå S1 è S2 � ïëîùàäè äâóõ ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèé, v1 è v2 ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñêîðîñòè, ρ1 è ρ2 ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè.

Åñëè æèäêîñòü íåñæèìàåìà, òî ïëîòíîñòü ñîêðàùàåòñÿ, è óðàâíåíèå
íåðàçðûâíîñòè ïðèíèìàåò âèä

S1v1 = S2v2,

Ïðèìåíèì ê ñòàöèîíàðíîìó òå÷åíèþ èäåàëüíîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû
òÿæåñòè çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

D DI

C CI

N NI

M MI

P1

P2

Ðèñ. 70
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Â äîñòàòî÷íî óçêîé òðóáêå òîêà ðàññìîòðèì ÷àñòü æèäêîñòè, çàíèìà-
þùóþ îáúåì MNDC (ðèñ. 70). Ïóñòü æèäêîñòü ïîñëå ïåðåìåùåíèÿ íà
ìàëîå ðàññòîÿíèå çàíèìàåò îáúåì M1N1D1C1.

Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü â ñå÷åíèè MN êàê v1, à â ñå÷åíèè DC ñêîðîñòü òå-
÷åíèÿ v2. Òîãäà îòðåçîê MM1 = v1∆t , à îòðåçîê CC1 = v2∆t . Ìàññà,
çàêëþ÷åííàÿ â îáúåìå MNM1N1, ðàâíà ∆m1 = ρ1S1v1∆t , à â îáúå-
ìå DCD1C1 ∆m2 = ρ2S2v2∆t. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè (2)
ïîëó÷àåì, ÷òî ìàññû, çàêëþ÷åííûå â îáúåìàõ MNM1N1 è DCD1C1

îäèíàêîâû.
∆m1 = ∆m2 = ∆m. (3)

Ñ ó÷åòîì (3) ðàññ÷èòàåì ðàáîòó ñèë äàâëåíèÿ ïðè ïåðåìåùåíèè ÷àñòè
æèäêîñòè â MNDC â ïîëîæåíèå M1N1D1C1

A = ρ1S1v1∆t− ρ2S2v2∆t = p1
∆m1

ρ1
− p2

∆m2

ρ2
= (

p1

ρ1
− p2

ρ2
)∆m.

Ñèëû äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà áîêîâóþ ñòåíêó òðóáêè òîêà, ðàáîòû
íå ñîâåðøàþò, òàê êàê íàïðàâëåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêîðîñòè òå÷å-
íèÿ.

Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë A ðàâíà èçìåíåíèþ ýíåðãèè æèäêîñòè ∆E. Òå-
÷åíèå ñòàöèîíàðíî, çíà÷èò, ýíåðãèÿ æèäêîñòè â îáúåìå MM1DC íå
èçìåíèëàñü. Òîãäà èçìåíåíèå ýíåðãèè ðàâíî

∆E = (ε2 − ε1)∆m,

ãäå ε1 è ε2 ïëîòíîñòè ýíåðãèè æèäêîñòè â îáúåìàõ MNM1N1 è
DCD1C1. Ïðèðàâíèâàÿ A è ∆E , ïîëó÷èì

(
p1

ρ1
− p2

ρ2
)∆m = (ε2 − ε1)∆m,

ñîêðàùàÿ íà ∆m, ïîëó÷èì, ÷òî âäîëü óçêîé òðóáêè òîêà ñîõðàíÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà

p

ρ
+ ε = const .

Äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ýíåðãèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç êèíåòè÷åñêîé è
ïîòåíöèàëüíîé. Òîãäà îêîí÷àòåëüíî äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

p

ρ
+
v2

2
+ gh = const . (4)
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Óðàâíåíèå (4) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè äëÿ íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè, ñïðàâåäëèâî âäîëü êàæäîé ëèíèè òîêà â ñòàöèîíàðíîì
òå÷åíèè, ïðè ýòîì êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè (4) â îáùåì ñëó÷àå
ðàçëè÷íà íà ðàçëè÷íûõ ëèíèÿõ òîêà.

Ôîðìóëà Òîððè÷åëëè

Íàéäåì ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè èç ìàëîãî îòâåðñòèÿ, ïðîäåëàí-
íîãî â ñîñóäå íà ðàññòîÿíèè H îò ñâîáîäíîãî óðîâíÿ æèäêîñòè.

Âîçüìåì ëèíèþ òîêà, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è
âõîäèò â îòâåðñòèå. Äàâëåíèå íà âõîäå è íà âûõîäå îäèíàêîâîå � àò-
ìîñôåðíîå. Ñêîðîñòüþ îïóñêàíèÿ ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïðåíåáðåæåì
ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ èñòå÷åíèÿ ñòðóè, ò. ê. ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ñî-
ñóäà ìíîãî áîëüøå ïëîùàäè îòâåðñòèÿ. Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ áóäåì
îòñ÷èòûâàòü ñ óðîâíÿ îòâåðñòèÿ. Ïðèìåíèì óðàâíåíèå Áåðíóëëè

p0

ρ
+ gH =

p0

p
+
v2

2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ñòðóè æèäêîñòè ðàâíà

v =
√

2gH.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òîððè÷åëëè.

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 59. Äðåâíåãðå÷åñêèå âîäÿíûå ÷àñû
(êëåïñèäðà) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîñóä ñ íåáîëü-
øèì îòâåðñòèåì (ñì. ðèñ. 71). Âðåìÿ îòñ÷èòûâà-
åòñÿ ïî óðîâíþ âîäû â ñîñóäå. Êàêîâà äîëæíà
áûòü ôîðìà ñîñóäà, ÷òîáû øêàëà âðåìåíè áûëà
ðàâíîìåðíîé?

Ðèñ. 71
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Ðåøåíèå. Ðàñïîëîæèì íà÷àëî êîîðäèíàò âíèçó âåðõíåãî ñîñóäà. Îñü y
íàïðàâèì ââåðõ, à îñü x íàïðàâèì ãîðèçîíòàëüíî.

Ïóñòü ïëîùàäü îòâåðñòèÿ s ìàëà, òîãäà ïðèáëèæåííî ïðèìåì, ÷òî ñêî-
ðîñòü èñòå÷åíèÿ âîäû íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå Òîððè÷åëëè

v =
√

2gy.

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âîäû S = πx2. Ñêîðîñòü îïóñêàíèÿ v1 ïîâåðõ-
íîñòè âîäû íàéäåì ñ ïîìîùüþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû

sv = Sv1.

×òîáû øêàëà âðåìåíè áûëà ðàâíîìåðíîé, ñêîðîñòü îïóñêàíèÿ v1 ïî-
âåðõíîñòè âîäû äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé v1 = const.

v1 =
sv

S
=
s
√

2gy

S
=
s
√

2gy

πx2
.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ôîðìó ñîñóäà
êëåïñèäðû

y =
π2v2

1

2gs2
x4.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà, ïîêà óðîâåíü
æèäêîñòè äîñòàòî÷íî äàëåê îò îòâåðñòèÿ, ò. ê. ìû âîñïîëüçîâàëèñü
ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé Òîððè÷åëëè.

Îòâåò: y =
π2v2

1

2gs2
x4.

Çàäà÷à 60. Íàñîñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïîëîæåííûé ãîðèçîíòàëü-
íî öèëèíäð ñ ïîðøíåì ïëîùàäè S è âûõîäíûì îòâåðñòèåì ïëîùàäè
s, ðàñïîëîæåííûì ó îñè öèëèíäðà. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ
ñòðóè èç íàñîñà, åñëè ïîðøåíü ïîä äåéñòâèåì ñèëû F ïåðåìåùàåòñÿ
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ðàâíà ρ, àòìîñôåðíûì
äàâëåíèåì ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîðøíÿ v1, à ñêîðîñòü èñòå-
êàþùåé ñòðóè v2. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè

v1 =
s

S
v2.
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Äàâëåíèå ó ïîðøíÿ p1 ðàâíî

p1 =
F

S
,

à äàâëåíèå â èñòåêàþùåé ñòðóå ðàâíî àòìîñôåðíîìó p2 = p0. Ïî óñëî-
âèþ çàäà÷è p0 = 0.

Ïî óñëîâèþ êàðòèíà òå÷åíèÿ ñòàöèîíàðíàÿ, òàê êàê ïîðøåíü äâèæåò-
ñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ðàññìîòðèì ãîðèçîíòàëüíóþ ëèíèþ òîêà,
íàõîäÿùóþñÿ íà îñè ñèñòåìû öèëèíäð � èñòåêàþùàÿ ñòðóÿ. Ñîãëàñíî
óðàâíåíèþ Áåðíóëëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

p1

ρ
+
v2

1

2
=
v2

2

2
.

Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ v1 è p1

F

ρS
+

1

2
(
s

S
)2v2

2 =
v2

2

2
.

Âûðàæàÿ îòñþäà v2, ïîëó÷èì îòâåò.

Ïðèìå÷àíèå. Ïîäîáíûå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü, íå ïðèáåãàÿ ê ãîòîâî-
ìó óðàâíåíèþ Áåðíóëëè, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïî-
äîáíûå òåì, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ åãî âûâîäà. Íèæå ïðèâåäåí
ïðèìåð òàêîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ. Çà ìàëîå âðåìÿ ∆t ïîðøåíü ñìåñòèò-
ñÿ íà ðàññòîÿíèå v1∆t, ïðè ýòîì ñèëà F ñîâåðøèò ðàáîòó (äðóãèõ ñèë
ïî óñëîâèþ çàäà÷è íåò)

∆A = Fv1∆t.

Ýòà ðàáîòà ïîéäåò òîëüêî íà èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè æèä-
êîñòè, òàê êàê ïî óñëîâèþ íàñîñ ãîðèçîíòàëüíûé. Ïðè ñòàöèîíàðíîì
òå÷åíèè èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷åò
æèäêîñòè, âûòåñíåííîé ïîðøíåì çà âðåìÿ ∆t.

Çà âðåìÿ ∆t ñòðóÿ âûéäåò èç íàñîñà íà ðàññòîÿíèå v2∆t. Ýòà ÷àñòü
æèäêîñòè èìååò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ

1

2
∆mv2

2 =
1

2
(ρsv2∆t)v2

2 =
1

2
ρs∆tv3

2.
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Òà æå ìàññà æèäêîñòè âíóòðè íàñîñà (äî âûòåñíåíèÿ) îáëàäàëà êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèå

1

2
∆mv2

1 =
1

2
(ρSv1∆t)v2

1 =
1

2
ρS∆tv3

1.

Òîãäà ðàáîòà ñèëû F áóäåò ðàâíà ðàçíîñòè ýòèõ ýíåðãèé

Fv1∆t =
1

2
ρs∆tv3

2 −
1

2
ρS∆tv3

1 =
1

2
ρ(sv3

2 − Sv3
1)∆t.

Ñîêðàòèì ∆t è èñïîëüçóåì ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû v1 =
= (s/S)v2

F
s

S
v2 =

1

2
ρ(1− s2

S2
)sv3

2.

Ñîêðàùàÿ s è v2, ñíîâà ïîëó÷èì îòâåò.

Îòâåò: v2
2 =

2F

ρS(1− (s/S)2)
.

Çàäà÷à 61. Ñòðóÿ âîäû, âûòåêàþùàÿ èç òðóáêè äèàìåòðà d = 1 ñì
ñî ñêîðîñòüþ v = 1 ì/ñ, óäàðÿåòñÿ î âåðòèêàëüíóþ ñòåíó. Îïðåäåëèòü
äåéñòâóþùóþ íà ñòåíó ñèëó ñî ñòîðîíû ñòðóè, ñ÷èòàÿ, ÷òî òðóáêà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ñòåíå, è ïðåíåáðåãàÿ ðàçáðûçãèâàíèåì âîäû.

Ðåøåíèå. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà.
Ïðåíåáðåæåíèå ðàçáðûçãèâàíèåì, ãîâîðèò î òîì, ÷òî âåñü èìïóëüñ
æèäêîñòè ïåðåäàåòñÿ ñòåíêå (íåóïðóãèé óäàð). Ñèëà áóäåò ðàâíà ñêî-
ðîñòè ïåðåäà÷è èìïóëüñà ñòåíêå. Çà âðåìÿ ∆t èìïóëüñ ∆p ïåðåäàííûé
ñòåíêå áóäåò ðàâåí

∆p = ∆mv = (ρSv∆t)v = ρSv2∆t.

Òîãäà ñèëà

F =
∆p

∆t
= ρSv2 = 0,08 Í.

Îòâåò: 0,08 H.

Çàäà÷à 62. Íàñîñ äîëæåí ïîäàâàòü åæåñåêóíäíî îáúåì âîäû V íà âû-
ñîòó h ïî òðóáå ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ S. Êàêîâà äîëæíà áûòü ìîùíîñòü
íàñîñà P , åñëè ïëîòíîñòü âîäû ρ?
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Ðåøåíèå. Êàæäóþ ñåêóíäó íàñîñ ïîäíèìàåò íà âûñîòó h ìàññó âîäû
∆m = ρV , êîòîðàÿ ïðèîáðåòàåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ

∆mgh = ρV gh.

Ïðè ýòîì ñêîðîñòü âîäû ðàâíà

v =
V

S∆t
,

ãäå ∆t = 1 c.

Òîãäà, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðèîáðåòàåìàÿ âîäîé ðàâíà

∆m
v2

2
=
ρV

2

(
V

S∆t

)2

.

Ìîùíîñòü íàñîñà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå ñóììàðíîé ñêîðîñòè èçìå-
íåíèÿ ýíåðãèè âîäû.

P >
∆m

∆t
gh+

∆m

∆t

v2

2
= ρ

V

∆t

(
gh+

(V/∆t)2

2S2

)
.

Îòâåò: P > ρ
V

∆t

(
gh+

(V/∆t)2

2S2

)
.

Çàäà÷à 63. Äâèãàòåëü êîðàáëÿ áûë îñòàíîâëåí â ìîìåíò, êîãäà ñêî-
ðîñòü êîðàáëÿ áûëà ðàâíà V0. Êàêîé ïóòü S ïðîéäåò êîðàáëü äî ïîëíîé
îñòàíîâêè, åñëè ýôôåêòèâíàÿ ìàññà êîðàáëÿ ðàâíà M , à ñèëà ñîïðî-
òèâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè: F = −kV .

Ðåøåíèå. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:

Ma = −kV.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà äîñòàòî÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ∆t è ó÷òåì, ÷òî a∆t = V , òàêæå ó÷òåì, ÷òî V∆t = ∆x. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå èçìåíåíèå ñêîðîñòè êî-
ðàáëÿ ñ èçìåíåíèåì åãî ïîëîæåíèÿ

M∆V = −k∆x.
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Ýòà ñâÿçü íå çàâèñèò íè îò ïîëîæåíèÿ êîðàáëÿ, íè îò âðåìåíè, à çíà-
÷èò, ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ìàëûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, íî è äëÿ
ëþáûõ áîëüøèõ ïðîìåæóòêîâ. Åñëè â êà÷åñòâå ïðèðàùåíèÿ ñêîðîñòè
âçÿòü ðàçíèöó ìåæäó êîíå÷íîé (íóëåâîé) è íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ V0, à
â êà÷åñòâå ïðèðàùåíèÿ êîîðäèíàòû ïóòü S, ïðîéäåííûé äî îñòàíîâêè,
ïîëó÷èòñÿ îòâåò.

Ñêîðîñòü êîðàáëÿ óáûâàåò ñíà÷àëà áûñòðî, à çàòåì âñå ìåäëåííåå,
àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê íóëþ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñêîðîñòü íèêî-
ãäà íå îáðàòèòñÿ â íóëü, íî ïðîéäåííûé ïóòü äàæå çà ñêîëü óãîäíî
áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè áóäåò êîíå÷íûì.

Îòâåò: S =
M

k
V0.

Çàäà÷à 64. Òîíêàÿ U�îáðàçíàÿ òðóáêà,
ðàçìåðû êîòîðîé óêàçàíû íà ðèñóíêå 72,
çàïîëíåíà ðòóòüþ äî ïîëîâèíû âåðòè-
êàëüíûõ êîëåí. Òðóáêà äâèæåòñÿ ãîðèçîí-
òàëüíî ñ óñêîðåíèåì a. Íàéòè ðàçíîñòü
âûñîò h ðòóòè â âåðòèêàëüíûõ ÷àñòÿõ
òðóáêè è äàâëåíèå â òî÷êå A.

H

2L

a

Ðèñ. 72

Ïðè êàêîì óñêîðåíèè ðòóòü íà÷íåò âûëèâàòüñÿ èç òðóáêè? Àòìîñôåð-
íîå äàâëåíèå ðàâíî P0, ïëîòíîñòü ðòóòè ρ.

Ðåøåíèå. Çà ñ÷åò ðàçëè÷íûõ óðîâíåé íà ÷àñòü æèäêîñòè â ãîðèçîí-
òàëüíîì ó÷àñòêå äåéñòâóåò ñèëà

(P1 − P2)S = ρghS,

ãäå P1 � äàâëåíèå íà ãîðèçîíòàëüíîì ó÷àñòêå ñëåâà, P2 �äàâëåíèå íà
ãîðèçîíòàëüíîì ó÷àñòêå ñïðàâà.

Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà ýòà ñèëà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàññû æèä-
êîñòè m = 2ρLS íà óñêîðåíèå a

ρghS = 2ρLSa.

Îòñþäà
h = 2L(a/g).



68 Ãèäðîäèíàìèêà

Âîäà áóäåò âûëèâàòüñÿ ïðè h > H.

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ h â ýòî óñëîâèå, ïî-
ëó÷èì îòâåò.

Îòâåò: a >
gH

2L
.

Çàäà÷à 65. Â âîäîåìå óêðåïëåíà âåðòèêàëüíàÿ
òðóáà ñ ïîðøíåì òàê, ÷òî íèæíèé êîíåö åå ïî-
ãðóæåí â âîäó (ñì. ðèñ. 73). Ïîðøåíü, ëåæàâøèé
âíà÷àëå íà ïîâåðõíîñòè âîäû, ìåäëåííî ïîäíÿëè
íà âûñîòóH = 15 ì. Êàêóþ ðàáîòó ïðèøëîñü ïðè
ýòîì ñîâåðøèòü? Ïëîùàäü ïîðøíÿ S = 1 äì2. Àò-
ìîñôåðíîå äàâëåíèå p0 = 105 Ïà. Ìàññîé ïîðøíÿ
ïðåíåáðå÷ü.

H

Ðèñ. 73

Ðåøåíèå. Êîãäà ïîðøåíü ïîäíèìàåòñÿ, ïîä íèì ñîçäàåòñÿ ðàçðÿæåíèå,
è âîäà ïîä äåéñòâèåì àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ âäàâëèâàåòñÿ â òðóáó.
Íàéäåì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ïîðøåíü.

Íà ñèñòåìó ñòîëá âîäû � ïîðøåíü äåéñòâóåò àòìîñôåðíîå äàâëåíèå
ñíèçó, àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ñâåðõó, ñèëà òÿæåñòè, äåéñòâóþùàÿ íà
ñòîëá æèäêîñòè è ñèëà, ïîäíèìàþùàÿ ïîðøåíü. Àòìîñôåðíûå äàâëå-
íèÿ êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Òàêèì îáðàçîì, ñèëà F , ïîäíèìàþùàÿ
ïîðøåíü ðàâíà âåñó ñòîëáà æèäêîñòè. Ïðè ýòîì ñèëà, äåéñòâóþùàÿ
ìåæäó âîäîé è ïîðøíåì ðàâíà ðàçíèöå àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ è âåñà
ñòîëáà æèäêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî æèäêîñòü ïîäíèìàåòñÿ òîëüêî íà
îïðåäåëåííóþ ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó H1 < H, êîòîðóþ îïðåäåëèì èç
óñëîâèÿ ðàâåíñòâà âåñà ñòîëáà è àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ (â ýòîò ìî-
ìåíò ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïîðøíåì è æèäêîñòüþ â òðóáå ðàâíà
íóëþ).

H1 >
ρg

P0
= 10 ì.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíèå 5 ìåòðîâ ïóòè ïîðøåíü ïðîõîäèò â îòðûâå
îò æèäêîñòè. Ìåæäó æèäêîñòüþ è ïîðøíåì îáðàçóåòñÿ âàêóóì. Íà
ðèñóíêå 74 ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè âûñîòû ïîäíÿòèÿ ïîðøíÿ h
îò ñèëû F . Èñêîìàÿ ðàáîòà ðàâíà ïëîùàäè ïîä ýòèì ãðàôèêîì.
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F

h
H

P0

Ðèñ. 74

A =
1

2
H1P0S + (H −H1)P0S = 9,8 · 103 Äæ.

Îòâåò: A = 9,8 · 103 Äæ.

Çàäà÷à 66. Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ âîäîé ñòîèò íà ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè. Íà êàêîé âûñîòå h íàäî ïðîáèòü íåáîëüøîå îòâåðñòèå,
÷òîáû äàëüíîñòü ñòðóè L áûëà ìàêñèìàëüíîé. Âî âðåìÿ âûòåêàíèÿ
ñòðóè óðîâåíü æèäêîñòè H â ñîñóäå ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Òîððè÷åëëè, æèäêîñòü ñðàçó ïî âûõîäó
èç îòâåðñòèÿ èìååò ñêîðîñòü

v =
√

2g(H − h).

×àñòè ñòðóè ëåòÿò ïî ïàðàáîëå äî ìîìåíòà êàñàíèÿ ñ çåìëåé.

Âðåìÿ ïàäåíèÿ áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ðàâíî

t =

√
2h

g
.

Çà ýòî âðåìÿ âîäà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå

L = vt =
√

2g(H − h)

√
2h

g
= 2
√

(H − h)h.

Ðàññòîÿíèå L ìàêñèìàëüíî, êîãäà ìàêñèìàëüíà âåëè÷èíà (H − h)h.

Ôóíêöèÿ y(h) = Hh− h2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëó ñ âåòâÿìè, íà-
ïðàâëåííûìè âíèç, è ìàêñèìóìîì ïðè h = H/2.

Îòâåò: h = H/2.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 67. Â ñòåíêå ñîñóäà ñ âîäîé ïðîñâåðëåíû îäíî íàä äðóãèì äâà
îòâåðñòèÿ ïëîùàäè S = 0,2 ñì2 êàæäîå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îòâåðñòè-
ÿìè H = 50 ñì. Â ñîñóä åæåñåêóíäíî âëèâàåòñÿ Q = 140 ñì3 âîäû.
Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñòðóé, âûòåêàþùèõ èç îòâåðñòèé.

Îòâåò: x =
1

2
(
Q2

2gS2
− H2 2gS2

Q2
) = 120 ñì, y =

1

2
(
Q2

2gS2
+ H2 2gS2

Q2
) =

130 ñì, ãäå y � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñòðóé äî ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè.

Çàäà÷à 68. Êàêàÿ ðàçíèöà â óðîâíÿõ ∆h óñòà-
íîâèòñÿ â êîëåíàõ îòêðûòîé ñâåðõó U -îáðàçíîé
òðóáêè (ñì. ðèñ. 75), íàïîëíåííîé âîäîé, åñëè íàä
îòâåðñòèåì îäíîãî èç êîëåí ïðîäóâàòü âîçäóõ ñî
ñêîðîñòüþ V = 15 ì/ñ?

V

Δh

Ðèñ. 75

Îòâåò: ∆h =
ρ1V

2

2ρ2g
≈ 1,4 ñì, ãäå ρ1 � ïëîòíîñòü âîçäóõà, ρ2 � ïëîò-

íîñòü âîäû.

Çàäà÷à 69. Âåðòîëåò ìàññîé M óäåðæèâàåòñÿ íà ïîñòîÿííîé âûñîòå.
Íàéòè ìîùíîñòü P äâèãàòåëÿ âåðòîëåòà, åñëè ïëîùàäü ñòðóè, ñîçäà-
âàåìîé âèíòîì ðàâíà S, à ïëîòíîñòü âîçäóõà ρ.

Îòâåò: P =
1

2
ρS

(
Mg

ρS

) 3
2

.

Çàäà÷à 70. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü ïîëåòà ñòðóè èç
øïðèöà l äèàìåòðîì d = 4 ñì, íà ïîðøåíü êîòîðîãî äàâèò ñèëà F =
= 30 Í. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ ñîñòàâëÿåò 1000 êã/ì3, à ïëîùàäü ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îòâåðñòèÿ â èãëå ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïëîùàäüþ ïîðøíÿ. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü.

Îòâåò: l =
8F

πρgd2
≈ 4,9 ì.

Çàäà÷à 71. Â ñîñóä íàëèòà âîäà äî âûñîòû H. Â äíå ñîñóäà ïðîäåëàíî
íåáîëüøîå êðóãëîå îòâåðñòèå ðàäèóñîì r0. Íàéäèòå ðàäèóñ ñòðóè âî-
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äû, âûòåêàþùåé èç îòâåðñòèÿ, â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ h äî äíà
ñîñóäà.

Îòâåò: r2 =
r2

0√
1 + h/H

.

Çàäà÷à 72. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé òðóáêå ïå-
ðåìåííîãî ñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 76) òå÷åò âî-
äà. Îò íåå îòâåäåíû äâå îòêðûòûå âåðòè-
êàëüíûå òðóáêè. ×åìó ðàâåí ðàñõîä âîäû
Q, åñëè ðàçíîñòü âûñîò â òðóáêàõ ðàâíà
∆h = 6 ñì, à ïëîùàäè ñå÷åíèé òðóáêè ñî-
îòâåòñòâåííî S1 = 1 ñì2 è S2 = 0,7 ñì2?

Δh

Ðèñ. 76

Îòâåò: Q = S2

√
2g∆h

1− (S2/S1)2
.

Çàäà÷à 73. Èç øëàíãà, íàêëîíåííîãî ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó, áüåò ñî
ñêîðîñòüþ v âîäà. Íàéòè ìàññó âîäû, íàõîäÿùåéñÿ â äàííûé ìîìåíò â
âîçäóõå, åñëè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ îòâåðñòèÿ øëàíãà ðàâíà S, âûñîòà åãî
íàä çåìëåé ðàâíà h, ïëîòíîñòü âîäû ðàâíà ρ0.

Îòâåò: m =
ρ0Sv

g
(v sinα+

√
v2 sin2 α+ 2gh).

Çàäà÷à 74. Ïîðøåíü âûòåñíÿåò âîäó èç âåðòèêàëüíîãî öèëèíäðè÷å-
ñêîãî ñîñóäà ÷åðåç ìàëîå îòâåðñòèå, íàõîäÿùååñÿ ó äíà ñîñóäà è èìå-
þùåå ïëîùàäü S0. Âûñîòà ñîñóäà ðàâíà h, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ � S.
Êàêóþ ðàáîòó ïî ïîëíîìó âûòåñíåíèþ æèäêîñòè ñîâåðøèò ïîðøåíü,
åñëè îí äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V ? Ó÷åñòü äåéñòâèå ñèëû
òÿæåñòè.

Îòâåò: A = ρ0S
h

2

((
V
S

S0

)2

− gh

)
, äëÿ V >

√
2gh

S0

S
.

Çàäà÷à 75. Áðóñîê ìàññû m óäåðæèâàåòñÿ â âîçäóõå ñòðóÿìè âîäû,
áüþùèìè âåðòèêàëüíî ââåðõ èç îòâåðñòèé, èìåþùèõ ñå÷åíèå S. Ñêî-
ðîñòü âîäû íà âûõîäå èç îòâåðñòèé ðàâíà v. Äîñòèãàÿ áðóñêà, âîäà
ðàçëåòàåòñÿ îò íåãî â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Íà êàêîé âûñîòå íàä
îòâåðñòèÿìè óäåðæèâàåòñÿ áðóñîê? Ïëîòíîñòü âîäû ðàâíà ρ0.
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Îòâåò: h =
1

2g

(
v2 −

(
mg

nρ0vS

)2
)
.

Çàäà÷à 76. Ìÿ÷èê ìàññîé m áðîñèëè âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ V0. Ñ÷èòàÿ ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ïðîïîðöèîíàëüíîé
ñêîðîñòè, îïðåäåëèòü, ñêîëüêî âðåìåíè ìÿ÷èê íàõîäèëñÿ â ïîëåòå, åñëè
îí óïàë îáðàòíî ñî ñêîðîñòüþ V1 < V0.

Îòâåò: t =
V0 + V1

g
.

HH
h

Ðèñ. 77

Çàäà÷à 77∗. Ñòðóÿ âîäû â ôîíòàíå ïîäíèìàåòñÿ íà âûñîòó Í íàä
óðîâíåì âûõîäíîé òðóáû íàñîñà. Ê ýòîé âûõîäíîé òðóáå ïîäñîåäèíÿ-
þò âåðòèêàëüíóþ òðóáó òàêîãî æå äèàìåòðà, èìåþùóþ âûñîòó h < H
(ñì. ðèñ. 77). Âî ñêîëüêî ðàç ñëåäóåò èçìåíèòü ïîñëå ïîäñîåäèíåíèÿ äî-
ïîëíèòåëüíîé òðóáû ìîùíîñòü íàñîñà, ÷òîáû ñóììàðíàÿ âûñîòà ïîäñî-
åäèíåííîé òðóáû è âûëåòàþùåé èç íåå ñòðóè âîäû îñòàëàñü ðàâíîé H?
Ïîòåðÿìè ýíåðãèè âîäû íà òðåíèå î ñòåíêè òðóá ïðåíåáðå÷ü.

Îòâåò:
P

P0
=

√
1− h

H
.
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Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

Ôîðìóëèðîâêà âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïîíÿòèÿ èìïóëüñà

Èìïóëüñîì òåëà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìàññû òåëà íà åãî ñêîðîñòü
â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà:

#�p = m · #�v .

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
#�

F = m #�a .

Ñôîðìóëèðóåì ýòîò æå çàêîí ñ èñïîëüçîâàíèåì èìïóëüñà. Â èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èçìåíåíèå èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðî-
ïîðöèîíàëüíî ñèëå çà åäèíèöó âðåìåíè:

∆ #�p =
#�

F ·∆t,

ãäå
#�

F � ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî, ∆ #�p =
= #�p êîí− #�p íà÷ èçìåíåíèå èìïóëüñà òåëà (ðàçíèöà êîíå÷íîãî è íà÷àëü-
íîãî èìïóëüñîâ). Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ìàññû ïîëó÷àåì

m∆ #�v = m( #�v êîí − #�v íà÷) =
#�

F∆t.

Âåëè÷èíà
#�

F∆t íàçûâàåòñÿ èìïóëüñîì ñèëû.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

Åñëè íà ñèñòåìó íå äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû, òî òàêàÿ ñèñòåìà íàçû-
âàåòñÿ çàìêíóòîé. Â òàêîì ñëó÷àå ñóììàðíûé èìïóëüñ ñèñòåìû ñîõðà-
íÿåòñÿ: ∑

#�p íà÷ =
∑

#�p êîí.

Äðóãèìè ñëîâàìè � ñóììàðíûé èìïóëüñ âñåõ òåë â ñèñòåìå â íà÷à-
ëå íåêîãî ïðîöåññà, ðàâåí ñóììàðíîìó èìïóëüñó âñåõ òåë â ñèñòåìå â
êîíöå äàííîãî ïðîöåññà. Ýòîò çàêîí íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ

èìïóëüñà.

Åñëè íà ñèñòåìó äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû, òî:∑
#�p êîí −

∑
#�p íà÷ =

#�

F∆t.
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Öåíòð ìàññ

Ïóñòü äàíî òåëî èëè ñèñòåìà òåë. Ìûñëåííî ðàçîáü¼ì òåëî íà ñêîëü
óãîäíî ìàëûå ÷àñòè ñ ìàññàìè m1,m2,m3, . . .

Êàæäóþ èç ýòèõ ÷àñòåé ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó. Ïîëîæå-
íèå â ïðîñòðàíñòâå i�îé òî÷êè ñ ìàññîé mi

îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ�âåêòîðîì #�ri. Ìàññà
òåëà åñòü ñóììà ìàññ îòäåëüíûõ åãî ÷à-
ñòåé åãî ÷àñòåé m =

∑
i
mi. Ïî îïðåäåëå-

íèþ öåíòðîì ìàññ (ñèñòåìû òåë) íàçûâà-
åòñÿ òàêàÿ òî÷êà C, ðàäèóñ âåêòîð êîòîðîé
#�r C îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

#�ri =
1

m

∑
i

(mi · #�ri).

C

yO

x

z

ri

rC

mi

Ðèñ. 78

XO

m1

x1

mN

xN

m4

x4

m3

x3

m2

x2
Ðèñ. 79

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ìàññàìè
m1,m2,m3, . . . ,mN ðàñïîëîæåíû íà âäîëü ÷èñëîâîé ïðÿìîé òàê,
÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê ðàâíû x1, x2, x3, . . . , xN ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ áóäåò ðàâíà

xc =
x1m1 + x2m2 + x3m3 + . . . xNmN

m1 +m2 +m3 + · · ·+mN
.

Ôîðìóëèðîâêà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà íà îñíîâå

ïîíÿòèÿ öåíòðà ìàññ

Ïóñòü òåëà, ìàññàìè m1,m2,m3, . . . ,mN èìåþò ñêîðîñòè #�v 1,
#�v 2,

#�v 3, . . . ,
#�v N . Òîãäà ñêîðîñòüþ öåíòðà ìàññ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà,
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ðàâíàÿ:

#�v c =
m1

#�v 1 +m2
#�v 2 +m3

#�v 3 + . . .mN
#�v N

m1 +m2 +m3 + · · ·+mN
.

Òàê êàê âåëè÷èíà m1
#�v 1 +m2

#�v 2 +m3
#�v 3 + . . .mN

#�v N åñòü ïîëíûé èì-
ïóëüñ ñèñòåìû òåë, òî ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê
ñóììàðíûé èìïóëüñ ñèñòåìû, äåëåííûé íà ïîëíóþ ìàññó âñåõ òåë ñè-
ñòåìû. Åñëè ñèñòåìà çàìêíóòàÿ (âíåøíèå ñèëû íå äåéñòâóþò), òî ñêî-
ðîñòü öåíòðà ìàññ íå ìåíÿåòñÿ #�v c = const. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

#�

F∆t =
=
∑
m · ( #�v cêîí − #�v cíà÷).

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 78. Íàéäèòå ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ñëåäóþùèõ òåë
(ñì. ðèñ. 80):

1. Îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ äëèíîé l è ìàññîé m;
2. Îäíîðîäíîãî îáðó÷à ìàññîé m è ðàäèóñîì R;
3. Îäíîðîäíîãî ïëîñêîãî òðåóãîëüíèêà;
4. Îäíîðîäíîãî êðóãà ñ âûðåçàííûì êðóãëûì îòâåðñòèåì, ðàäèóñ

îòâåðñòèÿ R, ðàäèóñ êðóãà 4R, ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè 2R.

O O1

l

m
1)

2)

3) 4)

Ðèñ. 80

Ðåøåíèå. Ñðàçó îãîâîðèìñÿ � ÷àñòî ïîèñê öåíòðà ìàññ ñâîäèòñÿ ê
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ñëîæíûì ìàòåìàòè÷åñêèì âû÷èñëåíèåì, îáû÷íî ñ ïðèìåíåíèåì èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ãäå ïîèñê ïîëîæåíèÿ
öåíòðà ìàññ òåëà ìîæíî ñäåëàòü ïðîñòûìè ìåòîäàìè, íå òðåáóþùèìè
èñïîëüçîâàíèÿ ãðîìîçäêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

1. Ðàçîáüåì ñòåðæåíü íà n îäèíàêîâûõ êóñî÷êîâ øèðèíîé ∆x, ïðè-
÷åì ∆x = l/n, ìàññà êàæäîãî êóñî÷êà ∆m = m/n.

m

l

Δx

Ðèñ. 81

Åñëè ÷èñëî êóñî÷êîâ áîëüøîå, òî êàæ-
äûé êóñî÷åê ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êîé. Âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèä-
íûì ôàêòîì (ñëåäóþùèì èç îïðåäåëå-
íèÿ öåíòðà ìàññ), ÷òî öåíòð ìàññ ëþ-
áûõ äâóõ îäèíàêîâûõ ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê íàõîäèòñÿ ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé
ýòè òî÷êè ïîñåðåäèíå ìåæäó íèìè.

Äëÿ ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî êóñî÷êà öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ ïîñå-
ðåäèíå ìåæäó íèìè, ïðè÷åì äàííàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì
ñòåðæíÿ. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî è ïðåäïîñëåäíåãî, è ò. ä. Èç
ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî öåíòð ìàññ îäíîðîäíîãî ñòåðæ-
íÿ ëåæèò ïîñåðåäèíå äàííîãî ñòåðæíÿ. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäå-
íèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ôèãóðû (ïðÿìî-
óãîëüíèê, ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ).

2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ öåíòðà ìàññ îáðó÷à âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì
ñèììåòðèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ó òåëà åñòü òîëüêî îäèí öåíòð ìàññ.
Åñëè öåíòð ìàññ îáðó÷à íå ñîâïàäàåò ñ åãî öåíòðîì, çíà÷èò ó
íåãî äîëæåí áûòü âòîðîé öåíòð ìàññ, ðàñïîëîæåííûé ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà. ×åãî áûòü íå ìîæåò. Ïîëó÷èëè ïðî-
òèâîðå÷èå. Çíà÷èò öåíòð ìàññ îáðó÷à (êàê è êðóãà) ñîâïàäàåò ñ
åãî öåíòðîì.
Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ ïîèñêà öåíòðà ìàññ ìîæíî ïðîâåñòè ðàññóæ-
äåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ï.1.

3. Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð ìàññ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ, ìåäèàí è âûñîò (èç ñèììåòðèè). Íàé-
äåì, ãäå ðàñïîëàãàåòñÿ öåíòð ìàññ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
(ñì. ðèñ. 82). Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì åãî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðÿ-
ìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îäíîé èç ñòîðîí (ïóñòü ýòî áóäåò ñòîðîíà
AB). Ïðè òàêîì ðàçáèåíèè ïîëó÷èì áîëüøîå ÷èñëî ïîëîñ, êîòî-
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ðûå ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûìè ñòåðæíÿìè, çíà÷èò öåíòð ìàññ
êàæäîé ïîëîñêè ëåæèò íà å¼ ñåðåäèíå. Òåïåðü íàéäåì öåíòð ìàññ
òðåóãîëüíèêà. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê öåíòðû ìàññ âñåõ ïîëîñîê
ëåæàò íà ìåäèàíå CM , òî è öåíòð ìàññ òðåóãîëüíèêà ëåæèò íà
ìåäèàíå CM .
Òåïåðü ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ ëþáîé äðóãîé ñòî-
ðîíîé, íàïðèìåð BC. Çíà÷èò, öåíòð ìàññ ëåæèò è íà ìåäèàíå,
îïóùåííîé èç âåðøèíû B. Òàê êàê ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî äåëàåì âûâîä, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí ñîâïàäàåò ñ åãî öåíòðîì ìàññ.

M

A C

B

Ðèñ. 82

4R M
O

m A
O1

RRRR

Ðèñ. 83

4. Äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà ìàññ òåëà ñ ïîëîñòüþ âîñïîëüçóåìñÿ
ïðèåìîì, íàçûâàåìûì ¾ìåòîä îòðèöàòåëüíûõ ìàññ¿. Ñóòü åãî
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: çàìåíèì íàøó ôèãóðó, ñîäåðæàùóþ
ïîëîñòü òàêîé æå ôèãóðîé, íî áåç ïîëîñòè. Íî âìåñòî ïîëîñòè
ïîìåñòèì òåëî ñ îòðèöàòåëüíîé ìàññîé (ñì. ðèñ. 83). Ïî óñëîâèþ
ðàäèóñ ïîëîñòè R, ðàäèóñ êðóãà 4R. Ïóñòü ïëîòíîñòü åäèíèöû
ïëîùàäè σ, òîãäà ìàññà áîëüøîãî êðóãà M = 4πσ(4R)2, à ìàñ-
ñà ïîëîñòè îòðèöàòåëüíà è ðàâíà m = −4πσR2. Îòêóäà íàõîäèì
M = 16|m|.
Ðàññìîòðèì äèàìåòð áîëüøîãî êðóãà, íà êîòîðîì ëåæèò öåíòð
ïîëîñòè. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü êîîðäèíàòó öåíòðà ìàññ îò òî÷êè A.
Òîãäà

xc =
M ·OA+m ·O1A

M +m
=

16m · 4R−m · 2R
16m−m

=
62

15
R =

= 4
2

15
R ≈ 4,13R.

Öåíòð ìàññ òàêîãî êðóãà ñ ïîëîñòüþ íàõîäèòñÿ ïðàâåå öåíòðà O

íà âåëè÷èíó
2

15
R.
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Çàäà÷à 79. ×åòûðå îäíîðîäíûõ øàðà ñ
ìàññàìè m1 = 1 êã, m2 = 5 êã, m3 =
= 7 êã, m3 = 3 êã óêðåïëåíû íà íåâåñîìîì
ñòåðæíå òàê, ÷òî èõ öåíòðû íàõîäÿòñÿ íà
ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ d = 0,2 ì äðóã îò äðó-
ãà.

x
2d d 0 -d

m1 m4m3m2

Ðèñ. 84

Íà êàêîì ðàññòîÿíèè x îò öåíòðà òðåòüåãî øàðà íàõîäèòñÿ öåíòð ìàññ
âñåé ñèñòåìû?

Ðåøåíèå. Íàéäåì êîîðäèíàòó öåíòðà ìàññ ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî âûáå-
ðåì îñü x, íàïðàâèâ å¼, íàïðèìåð, âëåâî, ïðè÷åì íà÷àëî êîîðäèíàò
ñîâìåñòèì ñ òåëîì ìàññîé m3. Òîãäà êîîðäèíàòû òåë ðàâíû 2d, d, 0 è
−d. Îòêóäà íàõîäèì êîîðäèíàòó öåíòðà ìàññ

xc =
m1 · 2d+m2 · d+m3 · 0−m4 · d

m1 +m2 +m3 +m4
= 0,05 ì.

Öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ ëåâåå òåëà ìàññîé m3 íà 5 ñàíòèìåòðîâ.

Çàäà÷à 80. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò äíà
íàõîäèòñÿ öåíòð ìàññ öèëèíäðè÷åñêîãî
ñòàêàíà, èìåþùåãî âûñîòó h = 12 ñì è
äèàìåòð d = 8 ñì, åñëè òîëùèíà åãî äíà â
äâà ðàçà áîëüøå òîëùèíû åãî ñòåíîê?
Ðåøåíèå. Ïóñòü òîëùèíà ñòåíîê ðàâíà a,
òîãäà òîëùèíà äíà ðàâíà 2a, ïëîòíîñòü
ìàòåðèàëà ñòàêàíà ðàâíà ρ. Òîãäà ìàññà

äíà ðàâíà mäíî = π
d2

4
· 2a · ρ, ìàññà áîêî-

âûõ ñòåíîê ðàâíà máîê = πd · h · a · ρ.

x

2a

a

Ðèñ. 85

Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð ìàññ ñòåíîê (ïîëûé öèëèíäð) ðàñïîëîæåí íà â
åãî öåíòðå íà âûñîòå h/2 äî äíà ñòàêàíà. Ïóñòü x � ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà ìàññ äî äíà, òîãäà ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìàññ äî öåíòðà ìàññ
ñòåíîê ðàâíî h/2−x. Âûáåðåì âåðòèêàëüíóþ îñü òàê, ÷òîáû å¼ íà÷àëî
ñîâïàäàëî ñ öåíòðîì ìàññ âñåãî ñòàêàíà. Òîãäà

xc =
máîê ·

h

2
− x−mäíî · x

mäíî +máîê

= 0, máîê ·
(
h

2
− x
)

= mäíî · x,
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πd · h · a · ρ ·
(
h

2
− x
)

= π
d2

4
· 2a · ρ · x, h

(
h

2
− x
)

=
d

2
x,

h2 − 2hx = dx, x =
h2

2h+ d
= 4,5 ñì.

Îòâåò: x = 4,5 ñì.

Çàäà÷à 81. Âáëèçè âåðøèíû êëèíà ìàñ-
ñîé M è äëèíîé îñíîâàíèÿ L óäåðæèâàþò
íåáîëüøóþ øàéáó ìàññîé m. Êëèí ïîêî-
èòñÿ íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè. Øàéáó îòïóñêàþò, è îíà ñîñêàëüçûâà-
åò ê îñíîâàíèþ êëèíà. Íà êàêîå ðàññòîÿ-
íèå ïðè ýòîì ïåðåìåñòèòñÿ êëèí?

m

M

L

Ðèñ. 86

Ðåøåíèå. Ïóñòü êëèí ïåðåìåñòèëñÿ íà ðàññòîÿíèå S, â òîò ìîìåíò,
êîãäà øàéáà îêàçàëàñü ó åãî îñíîâàíèÿ. Øàéáà æå, ïåðåìåñòèëàñü ïî
ãîðèçîíòàëè íà ðàññòîÿíèå L − S(îíà ïåðåìåñòèëàñü íà ðàññòîÿíèå L
îòíîñèòåëüíî êëèíà, ïðè ýòîì ïåðåìåñòèëàñü íà ðàññòîÿíèå S âìåñòå
ñ êëèíîì). Òàê êàê âíåøíèå ñèëû íà ñèñòåìó ¾êëèí�øàéáà¿ íå èìåþò
ãîðèçîíòàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, òî ãîðèçîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà öåíòðà
ìàññ ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ

m(L− S) = MS.

Îòêóäà íàõîäèì S =
m

m+M
L.

Îòâåò: S =
m

m+M
L.

Çàäà÷à 82. Ëÿãóøêà ìàññû m1 ñèäèò íà êîíöå äîñêè ìàññû m2 è
äëèíû L. Äîñêà íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðóäà. Ëÿãóøêà ñîâåðøàåò
ïðûæîê âäîëü äîñêè òàê, ÷òî å¼ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0 (îòíîñèòåëüíî
âîäû) ñîñòàâëÿåò ñ ãîðèçîíòîì óãîë α è îêàçûâàåòñÿ íà äðóãîì êîíöå
äîñêè. Îïðåäåëèòå v0. Ñîïðîòèâëåíèåì âîäû ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Òàê êàê íà ñèñòåìó ¾ëÿãóøêà-äîñêà¿ â ãîðèçîíòàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè âíåøíèå ñèëû íå äåéñòâóþò, òî ñêîðîñòü äîñêè u ïîñëå
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ïðûæêà ëÿãóøêà îïðåäåëèì èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

m1v0 cosα = m2u, u =
m1

m2
v0 cosα,

ïðè÷åì ñêîðîñòü äîñêè áóäåò íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, îáðàòíóþ íàïðàâ-
ëåíèþ äâèæåíèÿ ëÿãóøêè. Äàëüíîñòü ïîëåòà ëÿãóøêè îïðåäåëèì èç

êèíåìàòèêè L1 =
v2

0 sin 2α

g
, âðåìÿ ïîëåòà ëÿãóøêè ðàâíî t =

2v0 sinα

g
.

Çà âðåìÿ äâèæåíèÿ ëÿãóøêè, äîñêà óñïååò ñìåñòèòüñÿ íà ðàññòîÿíèå

L2 = ut =
m1

m2
v0 cosα · 2v0 sinα

g
=
v2

0 sin 2α

g

m1

m2
(ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæ-

íî áûëî òàêæå íàéòè èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå öåíòðà ìàññ). Îòñþäà ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëèíà äîñêè ðàâíà L = L1 + L2,

v2
0 sin 2α

g
+
v2

0 sin 2α

g

m1

m2
= L, L =

v2
0 sin 2α

g

(
1 +

m1

m2

)
,

v0 =

√√√√√ gL

sin 2α

(
1 +

m1

m2

) =

√
m2gL

(m1 +m2) sin 2α
.

Îòâåò: v0 =

√
m2gL

(m1 +m2) sin 2α
.

Çàäà÷à 83[3]. Íà ãëàäêîì ïîëó ñòîèò àêâàðèóì, çàïîëíåííûé âîäîé
ïëîòíîñòüþ ρ0; îáúåì âîäû V0. Îêàçàâøèñü íà äíå àêâàðèóìà, æóê
îáúåìà V è ïëîòíîñòè ρ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà÷èíàåò ïîëçòè ïî
äíó àêâàðèóìà ñî ñêîðîñòüþ u îòíîñèòåëüíî íåãî. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ
ñòàíåò äâèãàòüñÿ àêâàðèóì ïî ïîëó? Ìàññîé ñîñóäà ïðåíåáðå÷ü, óðî-
âåíü âîäû âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà íàéäåì ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû. Òóò ìû
âîñïîëüçóåìñÿ ïðèåìîì, ïîõîæèì íà ìåòîä îòðèöàòåëüíûõ ìàññ. Ïî-
ìåñòèì âìåñòî æóêà ïëîòíîñòüþ ρ è îáúåìîì V äâóõ æóêîâ îáúåìîì �
îäíîãî ïëîòíîñòüþ, ðàâíîé ïëîòíîñòè âîäû ρ0, à äðóãîãî ïëîòíîñòüþ
ρ− ρ0. Ñäåëàâ òàêóþ çàìåíó, ìû ìîæåì íàéòè öåíòð ìàññ àêâàðèóìà,
çàïîëíåííîãî âîäîé îáúåìîì V +V0 è æóêà, ïëîòíîñòü êîòîðîãî òåïåðü
ρ− ρ0, êîòîðûé íàõîäèòñÿ ñíàðóæè àêâàðèóìà â òîé æå ñàìîé òî÷êå:
öåíòðû ìàññ îáîèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò.
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g

Ðèñ. 87

a b

Ðèñ. 88

Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò æóêà äî öåíòðà ìàññ ðàâíî a, à îò öåíòðà àêâà-
ðèóìà � b. Òîãäà ïîëó÷àåì:

a(ρ− ρ0)V = bρ0(V + V0).

Ïóñòü æóê ñìåñòèëñÿ âëåâî íà ìàëóþ âåëè÷èíó x, àêâàðèóì ïðè ýòîì
ñìåñòèëñÿ ïðàâî íà âåëè÷èíó y

(a− x)(ρ− ρ0)V = (b− y)ρ0(V + V0),

îòêóäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

x(ρ− ρ0)V = yρ0(V + V0).

Òàê êàê x � ïåðåìåùåíèå æóêà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, òî ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî u � ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííàÿ ñ àêâàðè-
óìîì, ïîëó÷àåì

(u− v)(ρ− ρ0)V = vρ0(V + V0),

u(ρ− ρ0)V = v(ρ− ρ0)V + vρ0(V + V0),

u(ρ− ρ0)V = v(ρV − ρ0V + ρ0V + ρ0V0),

u(ρ− ρ0)V = v(ρV + ρ0V0),

v = u
(ρ− ρ0)V

ρV + ρ0V0
.

Îòâåò: v = u
(ρ− ρ0)V

ρV + ρ0V0
.
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Çàäà÷à 84[?]. Ñíàðÿä âçðûâàåòñÿ â íàèâûñøåé òî÷êå òðàåêòîðèè íà
ðàññòîÿíèè L ïî ãîðèçîíòàëè îò ïóøêè íà äâà îäèíàêîâûõ îñêîëêà.
Îäèí èç íèõ âåðíóëñÿ ê ïóøêå ïî ïåðâîíà÷àëüíîé òðàåêòîðèè ñíàðÿäà.
Ãäå óïàë âòîðîé îñêîëîê?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñíàðÿä âçîðâàëñÿ â âåðõíåé òî÷êå òðàåêòîðèè, òî
ïåðåä âçðûâîì ó ñíàðÿäà áûëà òîëüêî ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ñêîðîñòè. Ïóñòü ýòî ñêîðîñòü ðàâíà v. Òàê êàê ïåðâûé îñêîëîê âåð-
íóëñÿ â òî÷êó âûñòðåëà, òî ñêîðîñòü îñêîëêà, ïîëåòåâøåãî íàçàä, ïî
ìîäóëþ òàêæå ðàâíà v. Ïóñòü ñêîðîñòü âòîðîãî îñêîëêà u, äàííàÿ ñêî-
ðîñòü òàêæå ãîðèçîíòàëüíà. Òîãäà ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

2mv = −mv +mu,

u = 3v.

Äàëüíîñòü ïîëåòà òåëà, áðîøåííîãî ãîðèçîíòàëüíî ñ âûñîòû h, ðàâíà
L = v

√
2hg. À òàê êàê îáà îñêîëêà ïîëåòåëè ãîðèçîíòàëüíî, òî âòîðîé

îñêîëîê, èìåÿ ñêîðîñòü â òðè ðàçà áîëüøå, òàêæå ïðîëåòèò ðàññòîÿíèå
â òðè ðàçà áîëüøå. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âòîðîé îñêîëîê
óïàäåò íà ðàññòîÿíèè 4L îò ìåñòà âûñòðåëà.

Çàäà÷à 85[3]. Ðàêåòà ñå÷åíèÿ S,
äâèãàÿñü â êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñî ñêîðîñòüþ u, ïîïàäàåò â îá-
ëàêî íåïîäâèæíîé ïûëè ïëîòíîñòè
ρ. Êàêóþ ñèëó òÿãè äîëæíû ðàç-
âèâàòü äâèãàòåëè ðàêåòû, ÷òîáû òà
ìîãëà ïðîäîëæàòü äâèãàòüñÿ ñ òîé
æå ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ?

S
Δm

Δl

Ðèñ. 89

Óäàðû ïûëèíîê è ðàêåòó ñ÷èòàòü àáñîëþòíî íåóïðóãèìè, èçìåíåíèåì
ìàññû ðàêåòû ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íåáîëüøîé ó÷àñòîê âðåìåíè ∆t. Çà ýòî âðåìÿ
ðàêåòà ïðîëåòåëà ðàññòîÿíèå ∆l = u ·∆t. Ìàññà ïûëè, ñîäåðæàùàÿñÿ
â ó÷àñòêå äëèíîé ∆l è ïëîùàäüþ S ðàâíà ∆m = ρS∆l. Ïî çàêîíó
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà èìïóëüñ ñèëû F∆t èäåò íà óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè
ïûëèíîê îò íà÷àëüíîé (íóëåâîé) äî êîíå÷íîé (ñêîðîñòè ðàêåòû).

F∆t = ∆mu, F∆t = ρS∆lu,
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F = ρSu
∆l

∆t
= ρSu2.

Îòâåò: F = ρSu2.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 86[3]. Êîñìîíàâò ìàññû m1 ïðèáëèæàåò-
ñÿ ê êîñìè÷åñêîìó êîðàáëþ ìàññû m2 ñ ïîìîùüþ
ëåãêîãî òðîñà. Ïåðâîíà÷àëüíî êîðàáëü è êîñìî-
íàâò íåïîäâèæíû, à ðàññòîÿíèå ìåæó íèìè ðàâíî
l. Êàêîå ðàññòîÿíèå ïðîéäóò êîðàáëü è êîñìîíàâò
äî âñòðå÷è?

R

m1

m2

Ðèñ. 90

Çàäà÷à 87[3]. Êîñìè÷åñêàÿ ñòàíöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð ðà-
äèóñà R è ìàññû m2. Êîñìîíàâò ìàññû m1 íà÷àë êðóãîâîé îáõîä ñòàí-
öèè ïî å¼ ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòå òðàåêòîðèþ êîñìîíàâòà è òðàåêòî-
ðèþ öåíòðà ñòàíöèè. Ïåðâîíà÷àëüíî êîñìîíàâò è ñòàíöèÿ íåïîäâèæ-
íû.

Çàäà÷à 88. Íàéäèòå ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû êàñàþùèõñÿ
äðóã äðóãà øàðîâ. Âñå øàðû èìåþò îäèíàêîâûé äèàìåòð a = 3 ñì,
à èõ ìàññû âîçðàñòàþò ïî çàêîíó m1 = m, m2 = 3m, m3 = 5m, mN =
= (2N − 1)m, ãäå N = 500. Ïëîòíîñòü êàæäîãî øàðà ïîñòîÿííà.

m1 mNm4m3m2

Ðèñ. 91

Çàäà÷à 89. Ïîñëå ðàçðûâà íåïîäâèæíîãî ñíàðÿäà îáðàçîâàëèñü ÷åòû-
ðå îñêîëêà. Îñêîëîê ìàññûm1 ïîëåòåë âåðòèêàëüíî âíèç ñî ñêîðîñòüþ
v1 = 150 ì/ñ, îñêîëîê ìàññû m2 = 3 êã �ãîðèçîíòàëüíî íà þã ñî ñêî-
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ðîñòüþ v2 = 100 ì/ñ, îñêîëîê ìàññû m3 = 1 êã � ãîðèçîíòàëüíî íà âî-
ñòîê. Îñêîëîê ìàññûm4 = 3,5 êã � ïîëåòåë ñî ñêîðîñòüþ v4 = 200 ì/ñ.
Íàéòè ñêîðîñòü îñêîëêà ñ ìàññîé m3.

Çàäà÷à 90[3]. Îáåçüÿíà ìàññû m óðàâíîâåøåíà ïðîòè-
âîâåñîì íà áëîêå A. Áëîê A óðàâíîâåøåí ãðóçîì ìàññû
2m íà áëîêå B. Ñèñòåìà íåïîäâèæíà. Êàê áóäåò äâè-
ãàòüñÿ ãðóç, åñëè îáåçüÿíà íà÷íåò ðàâíîìåðíî âûáèðàòü
âåðåâêó ñî ñêîðîñòüþ u îòíîñèòåëüíî ñåáÿ? Ìàññîé áëî-
êîâ è òðåíèåì ïðåíåáðå÷ü.

m
m

2m

A

B

Ðèñ. 92

Çàäà÷à 91[3]. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü ïåðåä îòäåëåíèåì ïîñëåäíåé ñòó-
ïåíè ðàêåòû-íîñèòåëÿ èìåë ñêîðîñòü v. Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ïîñëåä-
íåé ñòóïåíè åãî ñêîðîñòü ñòàëà ðàâíîé 1,01v, ïðè ýòîì îòäåëèâøàÿñÿ
ñòóïåíü óäàëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîðàáëÿ ñî ñêîðîñòüþ 0,04v. Êàêîâà
ìàññà ïîñëåäíåé ñòóïåíè, åñëè ìàññà êîðàáëÿ m0?
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Ðàáîòà è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Ýíåðãèÿ è å¼ ðàçëè÷íûå âèäû

Ýíåðãèåé íàçûâàåòñÿ îáùàÿ êîëè÷åñòâåííàÿ ìåðà äâèæåíèÿ è âçàèìî-
äåéñòâèÿ âñåõ âèäîì ìàòåðèè. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå
âèäû ýíåðãèè � ìåõàíè÷åñêóþ è âíóòðåííþþ. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ,
â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêóþ (ýíåðãèþ äâèæåíèÿ),
ïîòåíöèàëüíóþ (å¼ åùå ÷àñòî íàçûâàþò ýíåðãèåé ïîêîÿ). Âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ � ýíåðãèÿ ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ âñåõ
ìîëåêóë è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m, äâèãàþùåéñÿ
ñî ñêîðîñòüþ v, íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà

Ek =
mv2

2
.

Òàêæå ÷àñòî ýíåðãèþ îáîçíà÷àþò áóêâàìè K,T,Wk. Â äàííîì ïîñîáèè
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâó
K. Åäèíèöåé èçìåðåíèÿ ýíåðãèè â Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö
(ÑÈ) ÿâëÿåòñÿ Äæîóëü (Äæ).

Ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé íàçûâàåòñÿ ýíåðãèÿ, êîòîðîé îáëàäàåò òåëî,
ðàñïîëîæåííîå íà îïðåäåëåííîé âûñîòå â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàññû òåëà m, óñêîðåíèÿ
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g è âûñîòû h

Eïîñò = mgh.

Òàêæå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ îáîçíà÷àþò Ï, Wï.

Ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé äåôîðìàöèè ïðóæèíû îïðåäåëÿþò ôîðìóëîé

E =
kx2

2
.

Êàê è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèëû òÿæåñòè, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
äåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû îïðåäåëåíà íå îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíñòàíòû). ×àùå âñåãî êîíñòàíòó âûáèðàþò òàê, ÷òî â íåäåôîð-
ìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðóæèíû ðàâíà íóëþ.
Òîãäà âåëè÷èíà x ïðèíèìàåò ñìûñë óäëèíåíèÿ ïðóæèíû îòíîñèòåëüíî
íåðàñòÿíóòîãî ñîñòîÿíèÿ.



86 Ðàáîòà è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿ-
æåñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íèêàêèå äðóãèå (êðîìå ñèëû òÿæåñòè) íà
òåëî íå äåéñòâóåò. Â òàêîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìå-

õàíè÷åñêîé ýíåðãèè � ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé

mv2

2
+mgh = const .

Çíàÿ ñêîðîñòè è âûñîòû â íà÷àëå è â êîí-
öå äâèæåíèÿ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþ-
ùåì âèäå

mv2
1

2
+mgh1 =

mv2
2

2
+mgh2.

Äàííûé çàêîí ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è
òàê � èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ðàâíî èçìåíåíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

x

y

0

v1

v2
y2=h2

y1=h1

Ðèñ. 93

Îáùåôèçè÷åñêèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè � îäèí èç íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ çà-
êîíîâ ôèçèêè. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì � ýíåðãèÿ ñèñòåìû
ñîõðàíÿåòñÿ, îíà íèêóäà íå èñ÷åçàåò è íèîòêóäà íå ïîÿâëÿåòñÿ, à ïå-
ðåõîäèò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.

Ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèå òî÷êè ïðè óñëîâèè, ÷òî âíåøíèå
ñèëû îòñóòñòâóþò. Åñëè æå ýòî íå òàê, òî ìåõàíè÷åñêàÿ (êèíåòè÷å-
ñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ) ýíåðãèÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èçìå-
íåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî ðàáîòå âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà äàííóþ ñèñòåìó. Â âèäå ôîðìóë ýòîò çàêîí ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

Kíà÷ + Ïíà÷ +Aâí = Kêîí + Ïêîí +Q,
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ãäå Kíà÷ � ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ âñåõ òåë â íà÷àëå ïðîöåññà,
Ïíà÷ � ñóììàðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ âñåõ òåë â íà÷àëå ïðîöåññà,
Aâí � ñóììàðíàÿ ðàáîòà âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó,
Kêîí � ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ âñåõ òåë â êîíöå ïðîöåññà,
Ïêîí � ñóììàðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ âñåõ òåë â êîíöå ïðîöåññà,
Q � ïîëíàÿ òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ, âûäåëÿåìàÿ â ïðîöåññå.

Óïðóãèå è íåóïðóãèå âçàèìîäåéñòâèÿ

×àñòî â çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà è áîëåå òåë, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ äðóã ñ äðóãîì. Ïðè êðàòêîâðåìåííûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ (ñîóäàðå-
íèÿõ, ñòîëêíîâåíèÿõ, óäàðàõ) âîçíèêàþò óäàðíûå ñèëû, âû÷èñëåíèå
êîòîðûõ ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ òðóäíîñòü. Ýòî íå ïîçâîëÿåò èñ-
ïîëüçîâàòü çàêîíû Íüþòîíà. Ïðèìåíåíèå æå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè è èìïóëüñà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé äî è ïîñëå
ñîóäàðåíèé, èñêëþ÷àÿ ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ. Ñîóäàðåíèÿ áûâàþò
íåñêîëüêèõ òèïîâ.

Ïðè àáñîëþòíî íåóïðóãèõ ñîóäàðåíèÿõ òåëà ¾ñëèïàþòñÿ¿, äâèãàþòñÿ
êàê åäèíîå öåëîå ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè. Ïðè àáñîëþòíî íåóïðó-
ãèõ ñîóäàðåíèÿõ íå ñîõðàíÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è âûäåëÿåòñÿ
òåïëî. Ïðèìåðàìè àáñîëþòíî íåóïðóãèõ ñîóäàðåíèé ÿâëÿþòñÿ øàðèê,
ïîïàäàþùèé ñ òåëåæêó ñ ïåñêîì; ñòîëêíîâåíèå êóñêîâ ïëàñòèëèíà, çà-
ñòðåâàþùàÿ â áðóñêå ïóëÿ è ïðî÷.

Ïðè àáñîëþòíî óïðóãèõ ñîóäàðåíèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ, òåïëî íå âûäåëÿåòñÿ. Õîðîøåé ìîäåëüþ àáñîëþòíî óïðóãîãî ñî-
óäàðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óäàðû áèëüÿðäíûõ øàðîâ.

Öåíòðàëüíîå ñîóäàðåíèå � ñîóäàðåíèå, ïðè êîòîðîì öåíòðû òåë äâè-
ãàþòñÿ âäîëü îäíîé ïðÿìîé. Ïðè òàêèõ ñîóäàðåíèÿõ äâèæåíèå äî è
ïîñëå îòñêîêà ïðîèñõîäèò âäîëü îäíîé ïðÿìîé.

Â ñëó÷àå íåöåíòðàëüíûõ ñîóäàðåíèé, òåëà ïîñëå îòñêîêà íà÷èíàþò
äâèãàòüñÿ âäîëü ïëîñêîñòè. Ôèçèêà ïðîöåññà îñòàåòñÿ òàêîé æå, îä-
íàêî çàäà÷à îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðèõîäèòñÿ ïðîåöèðîâàòü èìïóëüñ
íå òîëüêî íà îñü x, íî è íà îñü y. Ïðèìåðû ïîäîáíûå âçàèìîäåéñòâèé
áóäóò ðàññìîòðåíû â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè íèæå.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 92. Ê ïîòîëêó ïðèêðåïëåíà âåðåâêà ìàñ-
ñîé m = 100 ã è äëèíîé L = 2 ì, ê êîòîðîé ÷å-
ðåç íåáîëüøîé áëîê ìàññîé 2m ïîäâåøåí ãðóç,
èìåþùèé ìàññó 4m. Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ðàáîòó
òðåáóåòñÿ ñîâåðøèòü âíåøíåé âåðòèêàëüíîé ñè-
ëå, ïðèëîæåííîé ê ñâîáîäíîìó êîíöó âåðåâêè â
òàêîé ñèñòåìå, ÷òîáû ïîäíÿòü ñâîáîäíûé êîíåö
âåðåâêè íà L/2? Äëèíîé ÷àñòè âåðåâêè, îãèáàþ-
ùåé áëîê, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

2m

4m

m
F

Ðèñ. 94

Ðåøåíèå. Òðåáîâàíèå ìèíèìàëüíîñòè ðàáîòû ïîäðàçóìåâàåò òî, ÷òî
ãðóç ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ ìåäëåííî è òî, ÷òî ïðîöåññ ïðîèñõîäèò íà
ó÷àñòêå, ãäå ïðèëîæåííàÿ ñèëà ìèíèìàëüíà.

Èç óñëîâèÿ äâèæåíèÿ ãðóçà 4m áåç óñêîðåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îêîëî áëîêà
ñèëà íàòÿæåíèÿ âåðåâêè T = 3mg. Óñëîâèå ðàâíîìåðíîãî ïîäúåìà
ñâîáîäíîãî êîíöà âåðåâêè äëèíîé x ïîçâîëÿåò íàéòè âíåøíþþ ñèëó F

F = T +m
x

L
g.

Âèäíî, ÷òî ñèëà ìèíèìàëüíà íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïîäúåìà, êîãäà ñâî-
áîäíûé êîíåö âåðåâêè íàõîäèòñÿ îêîëî áëîêà. Òàê êàê F ìåíÿåòñÿ
ëèíåéíî, ðàáîòà ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ïëîùàäü òðàïåöèè íà ãðà-
ôèêå çàâèñèìîñòè F (x) èëè ÷åðåç ñðåäíþþ ñèëó (ìåòîä ïîèñêà ðàáîòû
÷åðåç ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ áîëåå ¾ñòðîãèì¿)

A =
3mg + 3,5mg

2
· L

2
= 1,625mgL = 3,25 Äæ.

Îòâåò: A = 3,25 Äæ.

Çàäà÷à 93. Ãëàäêóþ ãîðêó âûñîòîé h ñ ïîñòîÿííûì óãëîì íàêëîíà
α ïåðåìåùàþò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v îòíîñèòåëüíî Çåìëè (íà-
êëîííîé ïëîñêîñòüþ âïåðåä) ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ñ íå¼
íà÷èíàåò ñîñêàëüçûâàòü (áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî ãîðêè)
íåáîëüøàÿ øàéáà ìàññûm. Âû÷èñëèòå ðàáîòó, êîòîðóþ çà âðåìÿ âñåãî
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ñïóñêà ñîâåðøèò íàä øàéáîé ñèëà N ðåàêöèè ãîðêè (â ñèñòåìå îòñ÷åòà,
ñâÿçàííîé ñ Çåìëåé).

Ðåøåíèå. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ãîðêîé (äâèæóùåéñÿ ðàâíî-
ìåðíî ñî ñêîðîñòüþ v îòíîñèòåëüíî çåìëè), ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè
ãîðêè âñåãäà íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ìãíîâåííîé ñêîðîñòè øàé-
áû è ïîýòîìó ðàáîòû íå ñîâåðøàåò. Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ øàéáû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

mgh =
mu2

2
,

ãäå u � ñêîðîñòü øàéáû îòíîñèòåëüíî ãîðêè â êîíöå ñïóñêà.

v

u
v1

a

180-a

Ðèñ. 95

Îòêóäà íàõîäèì u =
√

2gh. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà,
ñâÿçàííîé ñ çåìëåé, ñêîðîñòü øàéáû v1 ìîæåò
áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû êîñèíóñîâ. Ïî
çàêîíó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

v2
1 = v2 + u2 + 2vu cosα.

Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðèìåíèòåëüíî ê
øàéáå ïðèìåò âèä:

AN +mgh+
mv2

2
=
mv2

1

2
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì:

AN +mgh+
mv2

2
=
m(v2 + u2 + 2vu cosα)

2
,

AN +mgh+
mv2

2
=
mv2

2
+
mu2

2
+mvu cosα,

AN = mvu cosα, AN = mv
√

2gh cosα.

Îòâåò: AN = mv
√

2gh cosα.

Çàäà÷à 94. Èäåàëüíî ãëàäêèé øàð A, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0,
ñîóäàðÿåòñÿ ñ äâóìÿ òàêèìè æå, ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ìåæäó ñîáîé øà-
ðàìè B è C. Íàéòè ñêîðîñòè øàðèê ïîñëå ñîóäàðåíèÿ, ñ÷èòàÿ ñîóäà-
ðåíèå àáñîëþòíî óïðóãèìè.
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B

C

A v0

Ðèñ. 96

v

x
u

A

C

a

B

a

Ðèñ. 97

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à òåëà â çàäà÷å èìåþò îñåâóþ ñèììåòðèþ
(òàê êàê ìàññû ðàâíû). Èç ýòîãî äåëàåì âûâîä, ÷òî ñêîðîñòè, ñ êîòî-
ðûìè áóäóò äâèãàòüñÿ øàðû B è C � ðàâíû. Ïóñòü ïîñëå ñîóäàðåíèÿ
øàð A äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v â îáðàòíóþ ñòîðîíó ïåðâîíà÷àëüíîãî
äâèæåíèÿ, à øàðû B è C ñî ñêîðîñòüþ u, íàïðàâëåííîé ïîä óãëîì α ê
íàïðàâëåíèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî äâèæåíèÿ øàðà A. Òàê êàê ó øàðîâ B
è C ïîñëå óäàðà ñêîðîñòè íàïðàâëåíû âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé èõ
öåíòðû, òî èç òðåóãîëüíèêà ∆ABC äåëàåì âûâîä, ÷òî α = 30° (∆ABC
ðàâíîñòîðîííèé).

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (â ïðîåêöèè íà îñü x)

mv0 = −mv + 2mu cosα.

Òàê êàê óäàð óïðóãèé, òî çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè

mv2
0

2
=
mv2

2
+ 2

mu2

2
.

Ðåøèì äàííóþ ñèñòåìó. Äëÿ ýòîãî ñãðóïïèðóåì óðàâíåíèÿ, ñîêðàòèâ
íà ìàññó. {

v0 + v = 2u cosα,

v2
0 − v2 = 2u2.

Ïîñëå ïî÷ëåííîãî äåëåíèÿ ïîëó÷èì:

(v0 − v)(v0 + v)

v0 + v
=

2u2

2u cosα
,{

(v0 − v) cosα = u,

v0 + v = 2u cosα.
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Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî cosα =
√

3/2, ïîñëå î÷åðåäíîãî äåëåíèÿ ïîëó÷èì

√
3
v0 − v
v0 + v

=
2√
3
.

Îòêóäà íàõîäèì v =
v0

5
. Ïîäñòàâèâ äàííûé ðåçóëüòàò â ¾çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ èìïóëüñà¿, ïîëó÷èì
6

5
v0 = u

√
3, îòêóäà íàõîäèì u =

6

5
√

3
v0 =

=
2
√

3

5
v0.

Çàäà÷à 95. Äâà ãðóçà ìàññîé m êàæäûé ñâÿçàíû íèòüþ. Ìåæäó ãðó-
çàìè âñòàâëåíà ëåãêàÿ óïðóãàÿ ïðóæèíà, ñæàòàÿ íà âåëè÷èíó x. Ñè-
ñòåìà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v âäîëü ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé å¼
îñè. Íèòü ïåðåæèãàþò, è ãðóçû ðàçëåòàþòñÿ ïî óãëîì 90°. Íàéòè êî-
ýôôèöèåíò óïðóãîñòè ïðóæèíû.

m

m

v

Ðèñ. 98

90
v

v1

v1

Ðèñ. 99

Ðåøåíèå.Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâèãàþùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ öåí-
òðà ìàññ

#�vc =
m #�v +m #�v

m+m
= #�v .

Â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãðóçû ïîêîÿòñÿ, à ïîñëå îòðûâà ðàçëå-
òÿòñÿ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.
Òàê êàê â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà óãîë ðàçëåòà 90°, òî â ñèëó
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òåîðåìû Ïèôàãîðà v1 = v. Òîãäà ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

kx2

2
=

2mv2
1

2
= mv2.

îòêóäà íàõîäèì k =
2mv2

x2
.

Îòâåò: k =
2mv2

x2
.

Çàäà÷à 96. Ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöå íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó
ñêîëüçÿò äâå ãðóïïû îäèíàêîâûõ ìàëåíüêèõ áóñèíîê.

Â ïåðâîé ãðóïïå èõ ÷èñëî � n, à
âî âòîðîé � m. Âñå ñêîðîñòè áóñè-
íîê ðàçíûå, ïðè÷¼ì â ïåðâîé ãðóï-
ïå v1 > v2 > v3 > . . . > vn, à âî
âòîðîé � u1 > u2 > u3 > . . . > un.

L LLLL

vn v3 v2 v1 u1 u2 u3 un

Ðèñ. 100

Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ðàññòîÿíèå ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñî-
ñåäíèõ áóñèíîê ðàâíî L. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: ÷èñëî ñî-
óäàðåíèé N áóñèíîê äðóã ñ äðóãîì, åñëè óäàðû àáñîëþòíî óïðóãèå,
âðåìÿ τ , ïðîøåäøåå îò ìîìåíòà t0 äî ïîñëåäíåãî ñîóäàðåíèÿ.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ ëîáî-
âîãî ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ áóñèíîê, äâèæóùèõñÿ íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó ñî ñêîðîñòÿìè v è u

mv −mu = mu1 +mv1,

mv2

2
+
mu2

2
=
mv2

1

2
+
mu2

1

2
.

îòêóäà, ðåøàÿ äàííóþ ñèñòåìó, íàõîäèì u1 = −v, v1 = u. Òî åñòü
áóñèíêè ïðîñòî îáìåíèâàþòñÿ ñêîðîñòÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äî
ñòîëêíîâåíèÿ îäíà áóñèíêà äâèãàëàñü âïðàâî ñî ñêîðîñòüþ v, òî ïîñëå
ñîóäàðåíèÿ â òó æå ñòîðîíó ñòàëà äâèãàòüñÿ äðóãàÿ áóñèíêè ñ òîé
æå ñàìîé ñêîðîñòüþ. Åñëè áóñèíêè ìàëåíüêèå, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ñòîëêíîâåíèÿ íå áûëî, à áóñèíêè ¾ïðîøëè¿ ñêâîçü äðóã äðóãà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñòîëêíîâåíèÿ ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïî-
íÿòíî, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ïðîçðà÷íàÿ áóñèíêà èç ïåðâîãî íàáîðà ñòîëê-
íåòñÿ ñî âñåìó áóñèíêàìè èç âòîðîãî íàáîðà, ïîýòîìó ñòîëêíîâåíèé
áóäåò N = mn.
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Çàâåðøàþùåå ñòîëêíîâåíèå ïðîèçîéäåò ìåæäó ñàìûìè ïîñëåäíèìè
áóñèíêàìè, òî åñòü ñàìûìè ìåäëåííûìè. Â ìîìåíò âðåìåíè t0 ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè (m+ n− 1)L, ïîýòîìó èñêîìîå âðåìÿ

τ = (m+ n− 1)
L

vn + vm
.

Îòâåò: N = mn, τ = (m+ n− 1)
L

vn + vm
.

Çàäà÷à 97. Íà ãëàäêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ñïèöó íàäåòû äâå áóñèíêè
ìàññàìè m è 2m, ñâÿçàííûå ëåãêîé íèòüþ äëèíîé 2L. Ê ñåðåäèíå íè-
òè ïðèêðåïëåí ãðóç ìàññîé m. Ñíà÷àëà ãðóç óäåðæèâàþò òàê, ÷òî áó-
ñèíêè íà ñïèöå îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2L. Çàòåì ãðóç
îòïóñêàþò áåç òîë÷êà. Âû÷èñëèòå ñêîðîñòè áóñèíîê íà ñïèöå ïåðåä èõ
ñîóäàðåíèåì. Èçâåñòíî, ÷òî â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ ñèñòå-
ìû íèòè íå ïðîâèñàþò.

LL

m 2m

m

g

Ðèñ. 101

LL

m 2m

mx

vu

Ðèñ. 102

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðîåêöèè ñêîðîñòåé áóñèíîê ìàññàìè m è 2m ðàâíû
u è −v ñîîòâåòñòâåííî. Íèòè â ýòîò ìîìåíò âåðòèêàëüíû (íà ðèñóí-
êå îíè íå âåðòèêàëüíû äëÿ óäîáñòâà), ïîýòîìó ñêîðîñòü ãðóçà ìîæåò
áûòü íàïðàâëåíà òîëüêî ãîðèçîíòàëüíî, à òàê êàê â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè ãðóç ðàñïîëîæåí íà îäíîé âåðòèêàëè ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî âåðõíèå áóñèíêè (ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð), ïðîåê-
öèÿ åãî ñêîðîñòè íà îñü x ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ïðîåêöèé

ñêîðîñòåé áóñèíîê, òî åñòü
u− v

2
.
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Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (â ïðîåêöèè íà îñü x) è ýíåðãèè
mu− 2mv +m

u− v
2

= 0,

mu2

2
− 2mv2

2
+

m

(
u− v

2

)2

2
= mgL,

îòêóäà íàõîäèì {
3u− 5v = 0,

5u2 − 9v2 − 2uv = 8mgL.

Ðåøàÿ äàííóþ ñèñòåìó ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè, íàõîäèì u = 5

√
gL

22
, v =

= 3

√
gL

22
.

Îòâåò: u = 5

√
gL

22
, v = 3

√
gL

22
.

Çàäà÷à 98. Ëåãêîâîé àâòîìîáèëü åäåò ïî ãîðèçîíòàëüíîé äîðîãå ñî
ñêîðîñòüþ v0. Åñëè âîäèòåëü çàáëîêèðóåò çàäíèå êîëåñà, òîðìîçíîé
ïóòü àâòîìîáèëÿ ñîñòàâèò L1 = 28 ì. Åñëè âîäèòåëü çàáëîêèðóåò ïå-
ðåäíèå êîëåñà, òîðìîçíîé ïóòü ñîñòàâèò L2 = 16 ì. Êàêèì îêàæåòñÿ
òîðìîçíîé ïóòü ìàøèíû, åñëè çàáëîêèðîâàòü âñå ÷åòûðå êîëåñà? Èç-
âåñòíî, ÷òî öåíòð ìàññ àâòîìîáèëÿ ðàñïîëîæåí íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ
îò îñåé ïåðåäíèõ è çàäíèõ êîëåñ, äèàìåòð êîòîðûõ îäèíàêîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü öåíòð ìàññ C àâòîìîáèëÿ ðàñïîëîæåí íà âûñîòå h îò-
íîñèòåëüíî ïîëîòíà äîðîãè, ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè ïåðåäíèõ è çàä-
íèõ êîëåñ ðàâíî l.

mg Fтр2Fтр1

O2O1
C

h
v0

N1 N2

l

Ðèñ. 103

Äëÿ ñëó÷àÿ òîðìîæåíèÿ çàäíèìè êîëåñà-
ìè çàïèøåì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè O1

N2l −mg
l

2
+ µN2h = 0.

Îòñþäà íàõîäèì N2 =
mg

2

(
1 + µ

h

l

) .
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Ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ ðàâíà A1 = Fòð2L1 = µN2L1 = µ
mgL1

2

(
1 + µ

h

l

) .
Àíàëîãè÷íî ïðè òîðìîæåíèè ïåðåäíèìè êîëåñàìè óðàâíåíèå ìîìåíòîâ
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O2 èìååò âèä

mg
l

2
−N1l + µN1h = 0.

Îòêóäà íàõîäèì N1 =
mg

2

(
1− µh

l

) . Ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ ðàâíà A2 =

= Fòð1L2 = µN1L2 = µ
mgL2

2

(
1− µh

l

) .
Ïðè òîðìîæåíèè âñåìè ÷åòûðüìÿ êîëåñàìè ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ AÇ =

= µmgLÇ. Ïîñêîëüêó
mv2

0

2
= A1 = A2 = A3 (ìàøèíà ïîëíîñòüþ îñòà-

íîâèëàñü), òî, ñîâìåñòíî ðåøàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì L3 =

=
L1 + L2

4
.

Îòâåò: L3 =
L1 + L2

4
.

Çàäà÷à 99. Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì
ñòîëå ëåæàò äâà îäèíàêîâûõ êóáèêà ìàñ-
ñîé m êàæäûé. Êóáèêè ñîåäèíåíû ïðó-
æèíêîé æåñòêîñòüþ k. Äëèíà ïðóæèíêè
â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè l0.

m
mF

Ðèñ. 104

Íà ëåâûé êóáèê âíåçàïíî íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ñèëà
#�

F , ïîñòîÿííàÿ ïî
ìîäóëþ è íàïðàâëåíèþ. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó êóáèêàìè ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

Ðåøåíèå. Êîãäà ðàññòîÿíèå l ìåæäó êóáèêàìè ìèíèìàëüíî èëè ìàê-
ñèìàëüíî, îáà êóáèêà äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ #�v è êèíåòè-

÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà 2
mv2

2
= mv2. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ

ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñæàòîé ïðóæèíû, ò. å.
kx2

2
(ãäå èçìåíåíèå äëèíû ïðóæèíû ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè
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äëèíà l ïðóæèíû ìåíüøå l0, è îòðèöàòåëüíûì, åñëè äëèíà l ïðóæè-
íû áîëüøå l0). Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìà ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîé è

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ò. å. mv2 +
kx2

2
. Òàê êàê ýòó ýíåðãèþ ñèñòåìà

îáðåëà áëàãîäàðÿ ðàáîòå ñèëû
#�

F , òî

FL = mv2 +
kx2

2
, (5)

ãäå L � ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîøåë ëåâûé (ïî ðèñóíêó) êóáèê ê òîìó
ìîìåíòó, êîãäà äëèíà ïðóæèíû ñòàëà ìèíèìàëüíîé. Åñëè S � ðàññòî-
ÿíèå, ïðîéäåííîå öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû, òî

L = S +
1

2
l0 −

1

2
(l0 − x) = S +

x

2
.

l0 l0-x
L=S+x/2

S

Ðèñ. 105

Ñêîðîñòü #�v êóáèêîâ ðàâíà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñèñòåìû. Òàê êàê íà
ñèñòåìó äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, òî öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ

ðàâíîóñêîðåííî ñ óñêîðåíèåì a =
F

m
.

Ïîýòîìó, îáîçíà÷èâ ÷åðåç t âðåìÿ îò íà÷àëà äâèæåíèÿ äî òîãî ìîìåí-
òà, êîãäà äëèíà ïðóæèíû ñòàëà ðàâíà l0 − x, ìîæíî çàïèñàòü

v = at, L =
at2

2
+
x

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ L è v â óðàâíåíèå (5), ïîëó÷èì:

F

(
at2

2
+
x

2

)
= m(at)2 +

kx2

2
.

Îòñþäà
F 2t2

4m
+
x

2
F =

F 2t2

4m
+
kx2

2
,



Ðàáîòà è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè 97

èëè Fx = kx2. Ðåøåíèÿìè äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ x1 =

= 0, x2 =
F

k
.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå lmin = l0 − x2 = l0 −
F

k
, è

ìàêñèìàëüíîå lmax = l0 − x1 = l0.

Îòâåò: lmin = l0 −
F

k
, lmax = l0.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 100. Â ãëóáîêîì öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå ñ âíóòðåííèì äèà-
ìåòðîì íàõîäèòñÿ âîäà, â êîòîðîé äíîì âíèç ïëàâàåò òîíêîñòåííûé
ìåòàëëè÷åñêèé ñòàêàí ìàññîé m è âûñîòîé H. Áëàãîäàðÿ íàïðàâëÿ-
þùèì ñòåíêè ñòàêàíà è öèëèíäðà îñòàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè. Êàêóþ
ìèíèìàëüíóþ ðàáîòó íóæíî ñîâåðøèòü, ÷òîáû óòîïèòü ýòîò ñòàêàí,
òî åñòü çàñòàâèòü åãî ïîéòè êî äíó? Èçâåñòíî, ÷òî óòîïëåííûé ñòàêàí
íå âñïëûâàåò, à ìàêñèìàëüíàÿ ìàññà âìåùàåìîé èì âîäû ðàâíà M .

Çàäà÷à 101. Ìåøîê ñ ìóêîé ñïîëçàåò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñ âûñî-
òû H ïî ãëàäêîé äîñêå, íàêëîíåííîé ïîä óãëîì α = 60° ê ãîðèçîíòó.
Ïîñëå ñïóñêà ìåøîê ïîïàäàåò íà ãîðèçîíòàëüíûé ïîë. Êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ ìåøêà î ïîë µ = 0,7. Ãäå îñòàíîâèòñÿ ìåøîê?

Çàäà÷à 102. Êàêîé äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíàÿ
ìîùíîñòü íàñîñà, ïîäíèìàþùåãî âîäó ïî òðóáå
íà âûñîòó h = 10 ì? Ñå÷åíèå òðóáû S = 10 ñì2;
íàñîñ çà ñåêóíäó ïåðåêà÷èâàåò âîäó îáúåìîì Vt =
= 10 (ë/ñ).

h

Ðèñ. 106

Çàäà÷à 103. Ãîðêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàâíûé ïåðåõîä ìåæäó äâó-
ìÿ âûñîêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà ïî âûñîòå íà
h (ñì. ðèñ. 107). Íà ãîðêå è ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ äîñòàòî÷íî ÷àñòî
ðàñïîëîæåíû íåáîëüøèå øåðîõîâàòûå ìàññèâíûå âàëèêè (ðàññòîÿíèå
ìåæäó îñÿìè ñîñåäíèõ âàëèêîâ ðàâíî l), ïî êîòîðûì êàòèòñÿ äëèííûé
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òÿæåëûé êîâåð. Îïðåäåëèòå óñòàíîâèâøóþñÿ ñêîðîñòü êîâðà?

h

Ðèñ. 107

am
m

m/2 m/2

v

Ðèñ. 108

Çàäà÷à 104. ×àñòèöà ìàññîé m, äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, íàëåòà-
åò íà ïîêîÿùóþñÿ ÷àñòèöó ìàññîé m/2 è ïîñëå óïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ
îòñêàêèâàåò îò íå¼ ïîä óãëîì α = 30° ê íàïðàâëåíèþ ñâîåãî ïåðâîíà-
÷àëüíîãî äâèæåíèÿ (ñì. ðèñ. 108). Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ íà÷íåò äâèãàòüñÿ
âòîðàÿ ÷àñòèöà?

Çàäà÷à 105[3]. Ïðè óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè íàëåòàþùåé ÷àñòèöû ñ ïî-
êîÿùåéñÿ ïåðâàÿ ïîëåòåëà ïîä óãëîì α ê íàïðàâëåíèþ ïåðâîíà÷àëü-
íîãî äâèæåíèÿ, à âòîðàÿ � ïîä óãëîì β. Íàéäèòå îòíîøåíèå ìàññ ýòèõ
÷àñòèö.

Ïðèìå÷àíèå. Äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò âûçâàòü íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷å-
ñêèå òðóäíîñòè.
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Ïðåäñòàâëåíèå î êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññàõ

Êîëåáàíèÿìè íàçûâàþòñÿ ïðîöåññû, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ïîâòîðÿ-
þùèåñÿ âî âðåìåíè. Åñëè ìû ãîâîðèì, ÷òî ñèñòåìà êîëåáëåòñÿ, òî ïîä
ýòèì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ ñèñòåìó, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, ò. å. èçìåíÿåòñÿ, íåîäíîêðàò-
íî ïðèíèìàÿ îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Êîëåáàíèÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû S íàçûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, åñëè
âñå çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿþòñÿ ÷åðåç îäíî è òî
æå âðåìÿ T , íàçûâàåìîå ïåðèîäîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S(t) = S(t + T )
äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t. Ãîâîðÿò, ÷òî çà âðåìÿ îäíîãî ïåðèîäà
ñîâåðøàåòñÿ îäíî êîëåáàíèå.

×àñòîòîé ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ν =
1

T
íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî êî-

ëåáàíèé â ñåêóíäó. Â ñèñòåìå ÑÈ åäèíèöåé èçìåðåíèÿ ÷àñòîòû ñëóæèò
ãåðö (Ãö), 1 Ãö = 1 ñ−1.

Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêè êîëåáëþùàÿñÿ âåëè÷èíà S ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò
S0−A äî S0 +A, ãäå A > 0. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷èíà S êîëåáëåòñÿ
ñ àìïëèòóäîé A îêîëî çíà÷åíèÿ S0.

Åñëè âåëè÷èíà S ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó S(t) = A cos(ωt + ϕ0), òî òà-
êèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè. Âåëè÷èíà ω íàçûâàåòñÿ

öèêëè÷åñêîé (êðóãîâîé) ÷àñòîòîé, ω =
2π

T
= 2πν. Âåëè÷èíà ωt + ϕ0

íàçûâàåòñÿ ôàçîé êîëåáàíèé, à ϕ0 � íà÷àëüíîé ôàçîé.

Ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü (ìàêñèìàëü-
íàÿ ñêîðîñòü ó òåëà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ) ñâÿçàíà ñ öèêëè÷åñêîé
÷àñòîòîé ñîîòíîøåíèåì vmax = Aω, à ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå (óñêî-
ðåíèå ìàêñèìàëüíî â êðàéíèõ ïîëîæåíèÿõ) amax = vmaxω = Aω2. Ïðè-
âîäèì äàííûå ñîîòíîøåíèÿ áåç âûâîäà.

Ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è èõ õàðàêòåðèñòèêè

Ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà, ñîâåðøàþùàÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ïðè ñìåùåíèè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îíà
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èñïûòûâàåò äåéñòâèå âîçâðàùàþùåé ñèëû F , ïðîïîðöèîíàëüíî ñìå-
ùåíèþ x:

#�

F = −k #�x ,

ãäå k � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ñèñòåìû.

Åñëè F � åäèíñòâåííàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñèñòåìó, òî ñèñòåìó íà-
çûâàþò ïðîñòûì èëè êîíñåðâàòèâíûì ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì.
Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ òàêîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðèîäè÷å-
ñêîå äâèæåíèå îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáà-
íèÿ). ×àñòîòà è àìïëèòóäà ïðè ýòîì ïîñòîÿííû, ïðè÷åì ÷àñòîòà íå
çàâèñèò îò àìïëèòóäû.

Åñëè èìååòñÿ åùå è ñèëà òðåíèÿ (çàòóõàíèå), ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñêî-
ðîñòè äâèæåíèÿ (âÿçêîå òðåíèå), òî òàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò çàòó-
õàþùèì èëè äèññèïàòèâíûì îñöèëëÿòîðîì. Åñëè òðåíèå íå ñëèøêîì
âåëèêî, òî ñèñòåìà ñîâåðøàåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå � ñè-
íóñîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé è ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàþùåé àìïëèòóäîé. ×àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé çàòóõàþùåãî
îñöèëëÿòîðà îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî íèæå, ÷åì ó àíàëîãè÷íîãî îñöèë-
ëÿòîðà áåç òðåíèÿ.

Åñëè îñöèëëÿòîð ïðåäîñòàâëåí ñàì ñåáå, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí ñîâåðøàåò
ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ. Åñëè æå ïðèñóòñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà, çàâèñÿùàÿ
îò âðåìåíè, òî ãîâîðÿò, ÷òî îñöèëëÿòîð èñïûòûâàåò âûíóæäåííûå êî-
ëåáàíèÿ. Ïðèìåðàìè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ÿâëÿþòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèé è ïðóæèííûé ìàÿòíèêè.

Ïðóæèííûì ìàÿòíèêîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ïðóæèíû
ñ êîýôôèöèåíòîì æåñòêîñòè k, îäèí êîíåö êîòîðîé æåñòêî çàêðåïëåí,
à íà âòîðîì íàõîäèòñÿ ãðóç ìàññîé m (ñì. ðèñ. 109).

m
k

Ðèñ. 109

l

m

Ðèñ. 110
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Ïåðèîä êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ðàâåí

T = 2π

√
m

k
.

Ìàòåìàòè÷åñêèì ìàÿòíèêîì íàçûâàåòñÿ íåáîëüøîå (òî÷å÷íîå) òåëî
ìàññîé m, ïîäâåøåííîå íà íåâåñîìîé, íåðàñòÿæèìîé íèòè äëèíîé l
(ñì. ðèñ. 110).

Ïåðèîä êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ðàâåí:

T = 2π

√
l

g
.

Êàê âèäíî èç ôîðìóëû, ïåðèîä êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
íå çàâèñèò îò ìàññû ãðóçà.

Îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷

×àñòî â çàäà÷àõ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè ïðîñÿò íàéòè ïåðèîä ìàëûõ
êîëåáàíèé íåêîé ñèñòåìû. Åñòü äâà îñíîâíûõ ïðèåìà, ÷àùå âñåãî ïðè-
ìåíÿåìûõ äëÿ ïîèñêà äàííîãî ïåðèîäà. Ïåðâûé èç íèõ � ýíåðãåòè÷å-
ñêèé. Ñóòü äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: çàïèñûâàåòñÿ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè ∆x
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äàëåå, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé,
íåîáõîäèìî áðàòü ïðîèçâîäíóþ. Ïîñëå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåòñÿ
óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, îòêóäà ëåãêî íàõîäèòñÿ ïåðèîä.
À äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ìû ýòèì ìåòîäîì ïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåì,
òàê êàê äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ òðåáóåòñÿ íàâûêè âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé.
Âòîðîé ìåòîä � ñèëîâîé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ñèëà,
âîçâðàùàþùàÿ òåëî â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ëèíåéíî çàâèñèò îò ìà-
ëîãî ñìåùåíèÿ ∆x, ïðèòîì îíà äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà ïðîòèâ äàí-
íîãî ñìåùåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

#�

F (∆x) =
= −k∆ #�x , ãäå k � íåêèé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Òîãäà ïå-

ðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå T = 2π

√
m

k
, ãäå m �

ìàññà òåëà, ñîâåðøàþùåãî êîëåáàíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áîëüøóþ
÷àñòü çàäà÷ ìîæíî ðåøàòü ëèáî ïåðâûì, ëèáî âòîðûì ñïîñîáîì.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 106. Ãðóç ìàññîé m ïðèâÿçàí íèòüþ, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê,
ê äðóãîìó ãðóçó, êîòîðûé óäåðæèâàåòñÿ íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì
ñòîëå ïðóæèíîé, ïðèêðåïëåííîé ê ñòåíå. Íèòü ïåðåæèãàþò, è ãðóç íà
ñòîëå íà÷èíàåò êîëåáàòüñÿ ñ àìïëèòóäîé A. Íàéäèòå æåñòêîñòü ïðó-
æèíû.

m

Ðèñ. 111

m

B C xB1
1

Ðèñ. 112

Ðåøåíèå. Íàïðàâèì îñü x âäîëü íàïðàâëåíèÿ âîçìîæíîãî ïåðåìåùå-
íèÿ íà ñòîëå. Äî ïåðåæèãàíèÿ íèòè ãðóç íà ñòîëå (êàêàÿ-íèáóäü åãî
òî÷êà, íàïðèìåð öåíòð ìàññ) íàõîäèëñÿ â òî÷êå B, (â ýòîé òî÷êå òå-
ëî íàõîäèëîñü â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ). Óäëèíåíèå ïðóæèíû â ýòîì

ñëó÷àå ðàâíî â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî BC = x1 =
mg

k
.

Ïîñëå ïåðåæèãàíèÿ íèòè ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå ñìåñòèëîñü â òî÷êó
C, ñîîòâåòñòâóþùåé íåðàñòÿíóòîé ïðóæèíå. Òàê êàê â òî÷êå B ñêî-
ðîñòü ðàâíà íóëþ, òî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà Eïîëí. Ïðè
êîëåáàíèÿõ òåëà â òî÷êàõ ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ñêîðîñòü ðàâíà
íóëþ, çíà÷èò òî÷êà B ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó îòêëîíåíèþ òåëà
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à îòðåçîê BC � àìïëèòóäà êîëåáàíèé (êàê

è îòðåçîê CB1). Àìïëèòóäà êîëåáàíèé A = BC = CB1 = x1 =
mg

k
.

Îòêóäà íàõîäèì k =
mg

A
.

Îòâåò: k =
mg

A
.
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Çàäà÷à 107. Äîñêà ñ ëåæàùèì íà íåé áðóñêîì
íàõîäèòñÿ íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè ñòîëà. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ïîä äåé-
ñòâèåì óïðóãîé ïðóæèíû âäîëü ïðÿìîé ñ ïåðèî-
äîì T = 1 ñ è ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè
v = 0,5 ì/ñ.

Ðèñ. 113

Ïðè ýòîì äîñêà è áðóñîê íåïîäâèæíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Ïðè
êàêèõ êîýôôèöèåíòàõ òðåíèÿ òàêèå êîëåáàíèÿ âîçìîæíû?

Ðåøåíèå. Äîñêà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû óïðóãîñòè
ïðóæèíû, áðóñîê æå ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ,
âîçíèêàþùåé ìåæäó òåëàìè. Ïî óñëîâèþ òåëà äâèãàþòñÿ êàê åäèíîå
öåëîå (ñ îäèíàêîâûì óñêîðåíèåì), âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé a = vω = Aω2, ãäå v � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà, A �

àìïëèòóäà êîëåáàíèé, ω � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, ω =
2π

T
, T � ïåðèîä

êîëåáàíèé ñèñòåìû. Êîëåáàíèÿ âîçìîæíû, êîãäà ñèëà òðåíèÿ ñïîñîáíà
îáåñïå÷èòü óñêîðåíèå áðóñêà, µmg ≥ ma. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷à-
åì:

µmg ≥ mvω = mv
2π

T
.

Îòêóäà íàõîäèì µ ≥ 2π

T
· v
g
≈ 0,3.

Îòâåò: µ ≥ 0,3.

Çàäà÷à 108. Íàéòè ïåðèîä ìà-
ëûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîãî
ïîïëàâêà ïëîòíîñòüþ ρ è âûñîòîé
l, ïëàâàþùåãî â æèäêîñòè ïëîòíî-
ñòüþ ρ0.
Ðåøåíèå. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ïîïëàâîê,
ðàâíû, Fàðõ = mg. Ïóñòü x � ãëó-
áèíà ïîãðóæåíèÿ ïîïëàâêà â æèä-
êîñòü, òîãäà ρ0gSx = mg = ρgSl.

Δx
Fарх1Fарх

x

mgmg

Ðèñ. 114

Ðàññìîòðèì ìàëîå ñìåùåíèå ïîïëàâêà ââåðõ íà âåëè÷èíó ∆x. Â ýòîì
ñëó÷àå ñèëà, âîçâðàùàþùàÿ ñèñòåìó â èñõîäíîå ïîëîæåíèå ∆F , ðàâíà:

∆F = mg − Fàðõ1 ,
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ãäå Fàðõ1 �ñèëà Àðõèìåäà, äåéñòâóþùàÿ íà ïîïëàâîê ïîñëå åãî âñïëû-
òèÿ íà ∆x, Fàðõ1 = rhoogS(x−∆x). Îòêóäà ïîëó÷àåì:

∆F = mg − ρ0gS(x−∆x) = ρ0gSx− ρ0gS∆x+ ρ0gS∆x = ρ0gS∆x.

Òàê êàê ∆F ∼ ∆x (êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k ïðè ýòîì ðà-
âåí k = ρ0gS), òî ïîïëàâîê ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïå-
ðèîäîì

T = 2π

√
m

k
= 2π

√
ρSl

ρ0gS
= 2π

√
ρl

ρ0g
.

Îòâåò: T = 2π

√
ρl

ρ0g
.

Çàäà÷à 109. Â ïëàíåòå, èìåþùåé ôîðìó øàðà, ïðîáóðèëè ñêâîçíîé
òîííåëü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç å¼ öåíòð. Â òîííåëü ñáðîñèëè íåáîëüøîå
òåëî ìàññîé m = 1 êã. Îïðåäåëèòå, êàêóþ ñêîðîñòü áóäåò èìåòü òåëî
â öåíòðå ïëàíåòû. ×åðåç êàêîå âðåìÿ òåëî âåðíåòñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó
ïåðâûé ðàç? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàâíî g =
= 10 ì/ñ2.

Ðåøåíèå. Ðàíåå â äàííîì ïîñîáèè ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñèëà ïðèòÿæåíèÿ

èìååò âèä F (x)
mg

R
x. Çíà÷èò òåëî ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû ñîâåðøà-

åò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, òàê êàê âîçâðàùàþùàÿ ñèëà ïðîïîðöèî-
íàëüíà ñìåùåíèþ òåëà F (x) ∼ x ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíî-

ñòè k =
mg

R
, îòêóäà íàõîäèì ïåðèîä êîëåáàíèé:

T = 2π

√
m

k
= 2π

√
mmg/R = 2π

√
R

g
.

Â èñõîäíóþ òî÷êó òåëî âåðíåòñÿ ÷åðåç 1 ïåðèîä, t = 2π

√
R

g
≈ 84 ìèí.

Öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ω â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ω =
2π

T
=

√
g

R
. À òàê êàê

òåëî ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A, ðàâíîé ðàäèóñó ïëàíåòû
A = R, òî ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü vmax â öåíòðå ïëàíåòû ðàâíà vmax =
= Aω =

√
gR ≈ 8êì/ñ.
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Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû òàêèå æå, êàê è äëÿ äâèæåíèÿ èñêóññòâåí-
íîãî ñïóòíèêà ïî êðóãîâîé îðáèòå.

Çàäà÷à 110[3]. Äîñêà ìàññû m ëåæèò íà äâóõ êàòêàõ, âðàùàþùèõñÿ
ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿ-
ìè êàòêîâ L, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ïðè ñêîëüæåíèè äîñêè ïî êàòêó µ.
Íàéäèòå ïåðèîä ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé äîñêè.

g L

Ðèñ. 115

g

N1
N2

mg

Fтр2Fтр1

Ðèñ. 116

Ðåøåíèå. Äîñêà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, êîãäà å¼ öåíòð ðàñïîëîæåí
ïî ñåðåäèíå ìåæäó êàòêàìè. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîò ìîìåíò N1 = N2 =

=
mg

2
, çíà÷èò ñèëû òðåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà äîñêó ñî ñòîðîíû êàòêîâ,

ðàâíû: Fòð1 = Fòð2 = µ
mg

2
, íàïðàâëåíû ¾âíóòðü¿, íàâñòðå÷ó äðóã ê

äðóãó.

Ïóñòü äîñêà ñìåñòèëàñü âïðàâî íà íåáîëüøîå ðàññòîÿíèå x. Çàïèøåì
ðàâåíñòâî ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè A:

mg

(
L

2
+ x

)
= N2L.

Îòêóäà íàõîäèì N2 = mg

(
1

2
+
x

L

)
. Èç ðàâåíñòâà ñèë â ïðîåêöèè íà

âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå N1 +N2 = mg íàõîäèì N1 = mg

(
1

2
− x

L

)
.

Ñèëû òðåíèÿ òîãäà ðàâíû Fòð1 = µN1 = µmg

(
1

2
− x

L

)
, Fòð2 = µN2 =

= µmg

(
1

2
+
x

L

)
. Ïðè íåáîëüøîì ñìåùåíèè íà ðàññòîÿíèå x íà äîñêó

íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü âîçâðàùàþùàÿ ñèëà ∆F = Fòð2 − Fòð1 , ∆F =

=
2µmg

L
x. Òàê êàê âîçâðàùàþùàÿ ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ ñ
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êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k =
2µmg

L
. Îòêóäà íàõîäèì

T = 2π

√
m

k
= 2π

√
m

2µmg/L
= 2π

√
L

2µg
.

Îòâåò: T = 2π

√
L

2µg
.

Çàäà÷à 111. Íàéòè ïåðèîä êîëåáàíèé øàðèêà, óêðåïëåííîãî íà ñåðå-
äèíå íàòÿíóòîé ñòðóíû äëèíîé l, ìàññà øàðèêà m. Ñèëó íàòÿæåíèÿ
ñòðóíû ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé è ðàâíîé F , ìàññîé ñòðóíû è ñèëîé òÿæå-
ñòè ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ ìàëûõ óãëîâ sinα ≈ tgα ≈ α.

Ðåøåíèå.

y l
a

F F
x

Ðèñ. 117

Ðàññìîòðèì íåáîëüøîå îòêëîíåíèå
øàðèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
íà âåëè÷èíó x, x << l. Èç ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî

tgα =
x

l/2
=

2x

l
, à â ñèëó ìàëîñòè

óãëà α, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

sinα ≈ tgα ≈ 2x

l
.

Â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ øàðèê âîçâðàùàåò ñóììàðíàÿ ïðîåêöèÿ ñèëû
íàòÿæåíèÿ F íà îñü y:

∆F = 2F sinα ≈ 2F · 2x

l
=

4F

l
x.

Òàê êàê âîçâðàùàþùàÿ ñèëà ëèíåéíî çàâèñèò îò ñìåùåíèÿ ñ êîýôôè-

öèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k =
4F

l
, òî ïîä äåéñòâèåì äàííîé ñèëû

øàðèê ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé

â òàêîì ñëó÷àå ðàâåí T = 2π

√
m

k
= 2π

√
m

4F/l
= π

√
ml

F
.

Îòâåò: T = π

√
ml

F
.

Çàäà÷à 112[2]. Â ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû íà-
ëèòà ðòóòü. Íàéòè ïåðèîä êîëåáàíèé ðòóòè, åñëè ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ êàæäîãî ñîñóäà S, ìàññà ðòóòè m, ïëîòíîñòü ðòóòè ρ.
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A
2x

Ðèñ. 118

Ðåøåíèå. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (ñîñòîÿíèå A)
óðîâíè ðòóòè â ëåâîì è ïðàâîì êîëåíàõ ðàâíû.
Ïóñòü ðòóòü â ëåâîì êîëåíå ñìåñòèëàñü íà x îòíî-
ñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òàê êàê ñå÷åíèÿ
ñîñóäîâ ðàâíû, òî â ïðàâîì êîëåíå óðîâåíü ïîíè-
çèëñÿ íà x. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
ðàçíèöà óðîâíåé â êîëåíàõ ñîñòàâëÿåò 2x. Ïðè
ñìåùåíèè óðîâíåé íà ðòóòü äåéñòâóåò âîçâðàùà-
þùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ ñèëå òÿæåñòè ñòîëáèêà ðòóòè
âûñîòîé 2x â ëåâîì êîëåíå: F = ρgS · 2x.

Òàê êàê ñèëà, âîçâðàùàþùàÿ ñèñòåìó â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k =
= 2ρgS, òî ðòóòü ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì

T = 2π

√
m

k
= π

√
m

2ρgS
.

Îòâåò: T = π

√
m

2ρgS
.

Çàäà÷à 113. Âäîëü ïðÿìîëèíåéíîé ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû ìîãóò
ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ äâå ìóôòû. Ìóôòà ìàññîé m ñ ïðèêðåïëåííîé
ê íåé ëåãêîé ïðóæèíîé æåñòêîñòüþ K äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0.
Ìóôòà ìàññîé 4m ïîêîèòñÿ.

m 4m

v0

Ðèñ. 119

m 4m

m 4m

v0

v0u

x

Ðèñ. 120

Ðàçìåðû ìóôò íàìíîãî ìåíüøå äëèíû ïðóæèíû. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü
ìóôòû ìàññîé 4m ïîñëå îòðûâà îò ïðóæèíû. Îïðåäåëèòü âðåìÿ êîí-
òàêòà ìóôòû ìàññîé 4m ñ ïðóæèíîé.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ìóôò. Òàê êàê ïî
ãîðèçîíòàëè âíåøíèå ñèëû íå äåéñòâóþò, òî ñèñòåìà âäîëü ãîðèçîí-
òàëüíîé îñè ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé � ñîõðàíÿþòñÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ.
Ïóñòü ïîñëå îòðûâà ìóôòû 4m îò ïðóæèíû å¼ ñêîðîñòü ðàâíà v, à
ñêîðîñòü ìóôòû, ìàññîé m, ðàâíà u, ïðè÷åì îáå íàïðàâëåíû â òó æå
ñòîðîíó, êóäà è v0. Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (â ïðîåêöèè
íà îñü x) è ýíåðãèè: 

mv0 = mu+ 4mv,

mv2
0

2
=
mv2

2
+

4mu2

2
.

Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ïîëó÷èì{
m(v0 − u) = 4mv,

m(v2
0 − u2) = 4mv2.

⇒ v0 + u = v, u = v − v0.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì mv0 = m(v − v0) + 4mv. Ïîñëå ðåøåíèÿ

äàííîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì v =
2

5
v0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âðåìåíè êîíòàêòà ìóôò ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà,

äâèãàþùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ öåíòðà ìàññ, vC =
mv0

5m
=
v0

5
. Â ýòîé ñè-

ñòåìå îòñ÷åòà ñêîðîñòè ìóôò ðàâíû v1 = v0 −
v0

5
=

4

5
v0 äëÿ ìóôòû

ìàññîé m, è v2 = −v0

5
äëÿ ìóôòû ìàññîé 4m.

m 4m

v0

Ðèñ. 121

Îáîçíà÷èì äëèíó íåäåôîðìèðî-
âàííîé ïðóæèíû ÷åðåç L, òîãäà
ðàññòîÿíèå îò ìóôòû ìàññîé m äî

öåíòðà ìàññ ðàâíî l1 =
L

5
, à îò

ìóôòû ìàññîé 4m äî öåíòðà ìàññ

ðàâíî l2 =
4L

5
.

Ïîñëå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïðóæèíû ñ ïðàâîé ìóôòîé, â ñèñòåìå öåíòðà
ìàññ îáå ìóôòû áóäóò äâèãàòüñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, ñîâåð-
øàÿ êîëåáàíèÿ � ìóôòà ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ íà ïðóæèíå

æåñòêîñòüþ K1 =
5

4
K, ìóôòà æå ìàññîé 4m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ íà
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ïðóæèíå æåñòêîñòüþ K2 = 5K (òóò ìû âîñïîëüçîâàëèñü î÷åâèäíûì
ôàêòîì, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè äëèíû ïðóæèíû â α ðàç å¼ æåñòêîñòü
óâåëè÷èâàåòñÿ â òàêîå æå ÷èñëî ðàç).

Ìóôòà ìàññîé 4m íå ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå, çíà÷èò âðåìÿ ñîïðèêîñ-

íîâåíèÿ áóäåò ðàâíî t =
T2

2
, ãäå T2 � ïåðèîä êîëåáàíèé ãðóçà ìàññîé

4m íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 5K, T2 = 2π

√
4m

5K
. Îòêóäà âðåìÿ ñîïðè-

êîñíîâåíèÿ t =
T2

2
= π

√
4m

5K
.

Îòâåò: v =
2

5
v0, t = π

√
4m

5K
.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 114. Äîñêà ìàññîé m è áðóñîê ìàññîé 9m êîëåáëþòñÿ âäîëü
ïðÿìîé êàê åäèíîå öåëîå íà ãëàäêîé íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè ñ óãëîì
íàêëîíà ê ãîðèçîíòó α ïîä äåéñòâèåì ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, ïðè-
êðåïëåííîé ê áðóñêó (ñì. ðèñ. 122). Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ
ìåæäó áðóñêîì è äîñêîé ðàâåí µ. Ïðè êàêîé ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäå
êîëåáàíèé òàêèå êîëåáàíèÿ âîçìîæíû?

a

m
8m

Ðèñ. 122

m

k1 k2

m
k1k2

Ðèñ. 123

Çàäà÷à 115. Íàéòè ïåðèîäû êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ, èçîáðàæåííûõ
íà ðèñóíêå 123. Ìàññà òåëà m, æåñòêîñòè ïðóæèí k1 è k2.

Çàäà÷à 116. Â âûñîêîì öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå ðàäèóñà R = 4 ñì ñ
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æèäêèì ãåëèåì ïðè òåìïåðàòóðå, áëèçêîé ê àáñîëþòíîìó íóëþ (òàê
êàê ãåëèé ÿâëÿåòñÿ ñâåðõòåêó÷èì, òî òðåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü), âåð-
òèêàëüíî ïëàâàåò àðåîìåòð � ïëàñòìàññîâûé öèëèíäð ðàäèóñà r =
= 3,9 ñì è ìàññîé m = 500 ã. Â ðåçóëüòàòå ìàëûõ êîëåáàíèé àðåîìåòðà
óðîâåíü ãåëèÿ â ñîñóäå òîæå êîëåáëåòñÿ, ïðè÷åì àìïëèòóäà ýòèõ êî-
ëåáàíèé x = 1 ìì. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü v óðîâíÿ ïîâåðõ-
íîñòè ïðè ýòèõ êîëåáàíèÿõ. Ñ÷èòàéòå, ÷òî êàïèëëÿðíûìè ýôôåêòàìè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à ïëîòíîñòü ãåëèÿ ρ = 122 êã/ì3.

Çàäà÷à 117[3]. Â Çåìëå ïðîðûò ïðÿìîé òîííåëü,
íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç å¼ öåíòð. Îïðåäåëèòå âðå-
ìÿ äâèæåíèÿ ïîåçäà ñ âûêëþ÷åííûìè äâèãàòåëÿ-
ìè ïî òàêîìó òîííåëþ, åñëè âëèÿíèåì âðàùåíèÿ
Çåìëè íà äâèæåíèå ïîåçäà è òðåíèåì ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 124

Çàäà÷à 118. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ àìïëèòóäó ãàðìîíè÷åñêèõ
êîëåáàíèé ñèñòåìû èç äâóõ áðóñêîâ è äâóõ íåâåñîìûõ ïðóæèí
(ñì. ðèñ. 125). Æåñòêîñòü ïðàâîé ïðóæèíû k = 10 Í/ì, æåñòêîñòü
ëåâîé 2k = 20 Í/ì, ìàññà êàæäîãî áðóñêà m = 100 ã, êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ ìåæäó áðóñêàìè µ = 0,5. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïðàâàÿ
ïðóæèíà ðàñòÿíóòà íà äëèíó ∆x01 = 2 ñì. Òðåíèÿ ìåæäó íèæíèì
áðóñêîì è îïîðîé íåò.

m
m k

2k

Ðèñ. 125

k2k1

M

Ðèñ. 126

Çàäà÷à 119. Îïðåäåëèòü ïåðèîä êîëåáàíèé îäíîðîäíîãî áðóñêà, ïîä-
âåøåííîãî íà äâóõ ïðóæèíàõ, æåñòêîñòè êîòîðûõ ðàâíû k1 è k2 ñîîò-
âåòñòâåííî (k1 > k2). Ïðóæèíû ñâÿçàíû íåðàñòÿæèìîé íèòüþ, ïåðå-
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êèíóòîé ÷åðåç íåâåñîìûé áëîê (ñì. ðèñ. 126). Ìàññà áðóñêà ðàâíà M .
Ïðè êîëåáàíèÿõ áðóñîê âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì.
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Ñòàòèêà

Îêðóæàþùèå íàñ òåëà äâèæóòñÿ, âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì,
íåêîòîðûå òåëà ïîêîÿòñÿ. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òåëî ïîêîèòñÿ ïðè
íàëè÷èè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, èçó÷àåò ÷àñòü ìåõàíèêè, íàçûâàåìàÿ
ñòàòèêîé. Ñòàòèêà êàê íàóêà âîçíèêëà â ãëóáîêîé äðåâíîñòè è ðàç-
âèâàëàñü ïîä âëèÿíèåì ïðàêòè÷åñêèõ íóæä ÷åëîâå÷åñòâà, ñâÿçàííûõ
ñî ñòðîèòåëüñòâîì ðàçëè÷íûõ íàçåìíûõ ñîîðóæåíèé, ìîñòîâ, êîðàá-
ëåé.

Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü îá óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ òåëà, ñëåäóåò äîãîâî-
ðèòüñÿ î òîì, ÷òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîä ðàâíîâåñèåì, èíà÷å ìîãóò âîç-
íèêíóòü íåäîðàçóìåíèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåëî íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè â íåêîòîðîé ñèñòå-
ìå îòñ÷¼òà, åñëè â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà îíî ïîêîèòñÿ, ò. å. âñå
ìàêðîñêîïè÷åñêèå ÷àñòè òåëà íåïîäâèæíû. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû íàõîæ-
äåíèÿ òåë â ðàâíîâåñèè.

Êíèæíàÿ ïîëêà, âèñÿùàÿ íà ñòåíå â êîìíàòå, íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè
îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñ êîìíàòîé.
Ñòóë, ñòîÿùèé íà âðàùàþùåéñÿ ñöåíå òåàòðà, íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè
îòíîñèòåëüíî íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ñâÿçàííîé ñî ñöåíîé. ×åìîäàí,
ñòîÿùèé íà ïîëó äâèæóùåãîñÿ âàãîíà, íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè â ñèñòå-
ìå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñ âàãîíîì. Åñëè âàãîí äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî
è ðàâíîìåðíî, òî ýòà ñèñòåìà îòñ÷¼òà èíåðöèàëüíà, à åñëè óñêîðåííî,
òî íåèíåðöèàëüíà.

Ñòàòèêà � ÷àñòíûé ñëó÷àé äèíàìèêè, êîãäà âñå ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ.
Ïîýòîìó âñå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íàñòóïàåò ðàâíîâåñèå òåëà, ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû èç çàêîíîâ äèíàìèêè, à çíà÷èò, è èç çàêîíîâ Íüþòîíà,
ëåæàùèõ â îñíîâå äèíàìèêè. Â äàëüíåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè óñëî-
âèé ðàâíîâåñèÿ òåëà îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ
òîëüêî â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, ïîñêîëüêó â íèõ íàìè óæå
èçó÷åíû çàêîíû äèíàìèêè. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå óòî÷íèì, êàê ðà-
áîòàòü ñ ñèëàìè, è ïîíÿòèå ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû. Çàòåì ðàçáåð¼ì
÷àñòíûå ñëó÷àè ðàâíîâåñèÿ òåëà è îáùèé ñëó÷àé.
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Ñèëà. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñèë. Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ.

Ñëîæåíèå ñèë. Ðàçëîæåíèå ñèëû

Ñèëà õàðàêòåðèçóåòñÿ òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ ê òåëó, íàïðàâëåíèåì â ïðî-
ñòðàíñòâå è ÷èñëåííûì çíà÷åíèåì, ÷òî äà¼ò îñíîâàíèå ñ÷èòàòü ñèëó
âåêòîðíîé âåëè÷èíîé.

Íî ñèëó íåëüçÿ ïîëíîñòüþ îòîæäåñòâëÿòü ñ òàêèì ìàòåìàòè÷åñêèì ïî-
íÿòèåì, êàê âåêòîð. Âåêòîð ìîæíî ïåðåíîñèòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàë-
ëåëüíî ñàìîìó ñåáå, è îí îñòà¼òñÿ ïî îïðåäåëåíèþ òåì æå âåêòîðîì.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìàòåìàòèêå ìû èìååì äåëî ñ òàê íàçûâàåìûìè
ñâîáîäíûìè âåêòîðàìè. Îïåðàöèè ñ òàêèìè âåêòîðàìè è èçó÷àþòñÿ
â êóðñå ìàòåìàòèêè. Îäíîé èç âàæíûõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ïî èçâåñòíîìó ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà.

Îäíàêî ïîïðîáóéòå ïåðåíåñòè ñèëó ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå, ò. å. ïå-
ðåíåñòè òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû. Âû óâèäèòå, ÷òî õàðàêòåð äâèæåíèÿ
òåëà èçìåíèòñÿ. Íàïðèìåð, ïîòÿíèòå çà âåð¼âêó, ïðèâÿçàííóþ ê îäíîé
èç íîæåê ñòóëà, à çàòåì ïîòÿíèòå ñ òîé æå ïî ìîäóëþ è íàïðàâëåíèþ
ñèëîé çà âåð¼âêó, ïðèâÿçàííóþ óæå ê äðóãîé íîæêå.

Èòàê, ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ñèëû çàâèñèò îò òî÷êè å¼ ïðèëîæåíèÿ, è
ñèëà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì âåêòîðîì. Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê
ðàáîòàòü ñ ñèëàìè è êàêèå ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ñâîáîäíûìè
âåêòîðàìè áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ ñèë? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ìîæåò
äàòü òîëüêî îïûò.

Ìíîãî÷èñëåííûå îïûòíûå ôàêòû ïîäòâåðæäàþò ñïðàâåäëèâîñòü òî-
ãî, ÷òî òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû ìîæíî ïåðåíîñèòü ïî ëèíèè å¼ äåé-

ñòâèÿ â ëþáóþ òî÷êó òâ¼ðäîãî òåëà è ÷òî äâå ñèëû
#�

F 1 è
#�

F 2 ïðèëî-

æåííûå â îäíîé òî÷êå òåëà è íàïðàâëåííûå ïîä óãëîì äðóã ê äðóãó,

îêàçûâàþò íà òåëî òàêîå æå âîçäåéñòâèå, êàê è îäíà ñèëà
#�

F íàéäåí-

íàÿ êàê èõ âåêòîðíàÿ ñóììà
#�

F =
#�

F 1+
#�

F 2 ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà

è ïðèëîæåííàÿ â òîé æå òî÷êå.

Íàïîìíèì, ÷òî òâ¼ðäîå òåëî � ýòî òåëî, ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòÿìè
êîòîðîãî, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè äåéñòâèè íà íåãî ñèë.

Íåñêîëüêî ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òâ¼ðäîìó òåëó, áóäåì íàçûâàòü ñèñòå-
ìîé ñèë. Åñëè îäíó ñèñòåìó ñèë ìîæíî çàìåíèòü äðóãîé ñèñòåìîé ñèë,
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íå èçìåíèâ ïðè ýòîì õàðàêòåð äâèæåíèÿ òåëà, òî òàêèå ñèñòåìû ñèë
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñèñòåìó ñèë óäà¼ò-
ñÿ çàìåíèòü îäíîé ñèëîé, òî ýòà ñèëà íàçûâàåòñÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé
ñèëîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà îêàçûâàåò íà òåëî òà-
êîå æå âîçäåéñòâèå, êàê è ýêâèâàëåíòíàÿ åé ñèñòåìà ñèë. Ðàâíîäåé-
ñòâóþùàÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, åñëè ïðèëîæåííûå ê òåëó ñèëû íå
èçìåíÿþò õàðàêòåð äâèæåíèÿ òåëà.

Â êóðñàõ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ïðîèçâîëüíóþ
ïðîñòðàíñòâåííóþ ñèñòåìó ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî, ìîæíî çàìå-
íèòü áîëåå ïðîñòîé ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
è òîëüêî îäíîé ñèëîé, ò. å. ðàâíîäåéñòâóþùåé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå
âñÿêóþ ñèñòåìó ñèë ìîæíî ïðèâåñòè ê ðàâíîäåéñòâóþùåé, ò. å. íå ó
âñÿêîé ñèñòåìû ñèë åñòü ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà. Â íàèáîëåå îáùåì
ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñèñòåìà ñèë ïðèâîäèòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè îä-
íîé ñèëû, âûçûâàþùåé äâèæåíèå òåëà êàê öåëîãî, è òàê íàçûâàåìîé
ïàðû ñèë, âûçûâàþùåé âðàùåíèå òåëà.

Ïàðîé ñèë íàçûâàþòñÿ äâå ðàâíûå ïî ìîäóëþ è ïðîòè-
âîïîëîæíî íàïðàâëåííûå ñèëû, íå ëåæàùèå íà îäíîé
ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 127).

Ðèñ. 127

Ïàðà ñèë ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì ñèñòåìû ñèë, íå èìå-
þùèõ ðàâíîäåéñòâóþùåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîïûòàéòåñü ìûñëåííî íàé-
òè òî÷êó ïðèëîæåíèÿ êàêîé-ëèáî îäíîé ñèëû, âûçûâàþùåé ó òåëà
(ñì. ðèñ. 127) òàêîå æå äâèæåíèå, êàê ïàðà ñèë.

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû íàçûâàåòñÿ ñëîæåíè-

åì ñèë. Ñëîæåíèå ñèë íå íàäî ïóòàòü ñî ñëîæåíèåì âåêòîðîâ. Ïðè
ñëîæåíèè âåêòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ ñâîáîäíûé âåêòîð, à ïðè ñëîæåíèè ñèë
ïîëó÷àåòñÿ âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ òî÷êó ïðèëîæåíèÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé äâóõ ñèë, ëèíèè äåéñòâèÿ êîòî-
ðûõ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O ïåðåíîñÿò ñèëû âäîëü èõ ëèíèé äåéñòâèÿ
è ïðèêëàäûâàþò â òî÷êå O à çàòåì ñêëàäûâàþò ïî ïðàâèëó ïàðàëëå-
ëîãðàììà.

Ïðè âûÿñíåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé íåñêîëüêèõ ñèë
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èìååò ñìûñë ïîïûòàòüñÿ å¼ íàéòè.

Äëÿ ýòîãî íàõîäÿò ðàâíîäåéñòâóþùóþ êàêèõ-
ëèáî äâóõ ñèë, çàòåì ñêëàäûâàþò ýòó ðàâíîäåé-
ñòâóþùóþ ñ òðåòüåé ñèëîé è ò. ä., ò. å. çàìåíÿþò
ñèñòåìó ñèë áîëåå ïðîñòîé ýêâèâàëåíòíîé ñèñòå-
ìîé. Åñëè â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ñëîæåíèÿ ñèë ïîëó÷àåòñÿ îäíà ñèëà, òî îíà è áó-
äåò ðàâíîäåéñòâóþùåé.

C

F
1

2
F1

F2

Ðèñ. 128

Èç ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïîèñêà ðàâíîäåéñòâóþùåé ÿñíî ñëåäóþùåå:
åñëè ðàâíîäåéñòâóþùàÿ íåñêîëüêèõ ñèë ñóùåñòâóåò, òî îíà ðàâíà âåê-
òîðíîé ñóììå ýòèõ ñèë.

Îïåðàöèÿ çàìåíû îäíîé ñèëû ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé èç íåñêîëüêèõ
ñèë íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ñèëû. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ
ðàçëàãàòü îäíó ñèëó

#�

F (ñì. ðèñ. 128) ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì 1 è 2,
ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó C ïðèëîæåíèÿ ñèëû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè çà-
ìåíå îäíîé ñèëû íà äâå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàì-
ìà. Äëÿ ýòîãî ÷åðåç êîíåö âåêòîðà

#�

F ïðîâåä¼ì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
íàïðàâëåíèÿì 1 è 2, è íà ñòîðîíàõ ïîëó÷èâøåãîñÿ ïàðàëëåëîãðàììà
ïîñòðîèì âåêòîðû

#�

F 1 è
#�

F 2 íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êå C. Òàê îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå îäíîé ñèëû

#�

F íà äâå ñîñòàâëÿþùèå ñèëû
#�

F 1 è
#�

F 2

ïî íàïðàâëåíèÿì 1 è 2.

Ðàâíîâåñèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìàòåðèàëüíàÿ
òî÷êà, ò. å. òåëî, ðàçìåðû êîòîðîãî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, íàõîäèòñÿ
â ðàâíîâåñèè â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ïîñêîëüêó
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîêîèòñÿ â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî å¼ óñêîðåíèå
ðàâíî íóëþ. Òîãäà, ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,∑

i

#�

F i = m · 0 = 0.

Èòàê, óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåêîòîðîé èíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà áóäåò ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû âñåõ ñèë,
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äåéñòâóþùèõ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó:∑
i

#�

F i = 0. (6)

Ïîñêîëüêó âñå ñèëû ïðèëîæåíû â îäíîé òî÷êå, òî èõ ìîæíî ñëîæèòü ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà ïàðàëëåëîãðàììà. Ïîëó÷èì ðàâíîäåéñòâóþ-
ùóþ

#�

R ðàâíóþ ñóììå ýòèõ ñèë è ïðèëîæåííóþ ê ìàòåðèàëüíîé òî÷êå.
Òîãäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
áóäåò ðàâåíñòâî íóëþ ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû, ò. å.

#�

R = 0.

Âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (6) ìîæíî çàïèñàòü â ïðîåêöèÿõ íà ëþáóþ îñü
â ïðîñòðàíñòâå. Çàïèñàâ (6) â ïðîåêöèÿõ íà òðè êîîðäèíàòíûå îñè x,
y è z â ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷èì ñèñòåìó èç òð¼õ ñêàëÿðíûõ ðàâåíñòâ,
ýêâèâàëåíòíûõ îäíîìó ðàâåíñòâó (6):∑

i

Fix = 0,
∑
i

Fyi = 0,
∑
i

Fzi = 0. (7)

Çäåñü Fxi, Fyi, Fzi � ïðîåêöèè ñèëû
#�

F i íà îñè êîîðäèíàò x, y, z. Êàæ-
äîå èç ðàâåíñòâ ñèñòåìû (7) óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè ðàâíîâåñèè ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ïðîåêöèé íà ñîîòâåòñòâóþùóþ
îñü âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, ðàâíà íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò x, y, z íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìîóãîëüíàÿ.
Åñëè òîëüêî îñè x, y, z íå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó è íå ëåæàò ñðàçó
âñå òðè â îäíîé ïëîñêîñòè, òî (6) è (7) áóäóò âñ¼ ðàâíî ýêâèâàëåíòíû.
Ýêâèâàëåíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (6) îáÿçàòåëüíî áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ (7), à åñëè ñïðàâåäëèâû ñðàçó âñå òðè ðàâåíñòâà ñèñòåìû
(7), òî îòñþäà ïîñëåäóåò è ñïðàâåäëèâîñòü âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà (6).

Â òåõíèêå âñòðå÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, êîãäà
âñå ñèëû ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè (ïëîñêèé ñëó÷àé). Ñîâìåñòèì ñ ýòîé
ïëîñêîñòüþ îñè êîîðäèíàò x è y à îñü z íàïðàâèì ïåðïåíäèêóëÿðíî
åé. Òîãäà â ñèñòåìå (7) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáðàòèòñÿ â òîæäåñòâî, è
óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïëîñêîì ñëó÷àå çàïèøóòñÿ
â âèäå: ∑

i

Fix = 0,
∑
i

Fiy = 0.
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Óñëîâèå (6) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íåäîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàâ-
íîâåñèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç òîãî ôàêòà, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà
íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, îáÿçàòåëüíî (íåîáõîäèìî) ñëåäóåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü (6). Íî èç òîãî, ÷òî äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (6), åù¼ íå ñëåäóåò, ÷òî îíà áóäåò â ðàâíîâåñèè. Èç ðàâåí-
ñòâà íóëþ ñóììû âñåõ ñèë ñëåäóåò, ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,
ðàâåíñòâî íóëþ óñêîðåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. À ýòî ãîâîðèò î òîì,
÷òî îíà ìîæåò íå òîëüêî ïîêîèòüñÿ, íî è äâèãàòüñÿ ïðÿìîëèíåéíî è
ðàâíîìåðíî.

Åù¼ ðàç ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (6) åñòü ôàêòè÷åñêè
óðàâíåíèå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, çàïè-
ñàííîå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà óñêîðåíèå ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó
ìåòîäû è ïðè¼ìû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ðàâíîâåñèå ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè, àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ,
ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà.

Ðàâíîâåñèå òåëà ïðè îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ

Ïóñòü ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì òâ¼ðäîå òåëî, èìåþùåå êîíå÷íûå ðàç-
ìåðû, îãðàíè÷åíî â ñâî¼ì äâèæåíèè òàê, ÷òî íå ìîæåò âðàùàòüñÿ.
Íàïðèìåð, áðóñîê íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè èëè ïîðøåíü â öèëèíäðå.
Åñëè òåëî íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî óñêîðåíèå åãî öåíòðà ìàññ #�aC
ðàâíî íóëþ. Èç äèíàìèêè èçâåñòíî, ÷òî

∑
i

#�

F i = m #�aC . Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë
∑
i

#�

F i äåéñòâóþùèõ íà íåãî, ðàâíà íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ïðè îòñóòñòâèè

âðàùåíèÿ â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà áóäåò ðàâåí-

ñòâî íóëþ ñóììû âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî:∑
i

#�

F i = 0. (8)

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (8) ñîâïàëî ñ óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ (6) äëÿ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè. È ýòî íå ñëó÷àéíî, ò. ê. ïðè îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ
òåëà íà íåãî ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, î ÷¼ì óæå
ãîâîðèëîñü â äèíàìèêå.
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Âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (8) äà¼ò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü óñëîâèå ðàâíî-
âåñèÿ òåëà â âèäå òð¼õ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé:

∑
i
Fix = 0,

∑
i
Fiy = 0,∑

i
Fiz = 0. Âñ¼ ñêàçàííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå îá îñÿõ êîîðäèíàò, ýê-

âèâàëåíòíîñòè ðàâåíñòâ, íåîáõîäèìîñòè, íî íåäîñòàòî÷íîñòè óñëîâèé
ðàâíîâåñèÿ îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì è çäåñü.

Ðàâíîâåñèå òåëà ñ çàêðåïëåííîé îñüþ âðàùåíèÿ â

ïëîñêîì ñëó÷àå. Ìîìåíò ñèëû

Ïóñòü òâ¼ðäîå òåëî ìîæåò òîëüêî ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé
ôèêñèðîâàííîé îñè O (ñì. ðèñ. 129) è íå ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü
ýòîé îñè.

Íà ðèñóíêå îñü O ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñ-
êîñòè ðèñóíêà. Íàïîìíèì, ÷òî òâ¼ðäûì
òåëîì íàçûâàåòñÿ òåëî, äåôîðìàöèÿìè êî-
òîðîãî ïîä äåéñòâèåì ñèë ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü. Ðàññìîòðèì ïëîñêèé ñëó÷àé, ò. å.
ñëó÷àé, êîãäà âñå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà
òåëî, ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ. ×òîáû íå çà-
ãðîìîæäàòü ðèñóíîê, ïîêàçàíû òîëüêî äâå
ñèëû

#�

F 1 è
#�

F 2 ïðèëîæåííûå â òî÷êàõ K è
E. Íàñ èíòåðåñóþò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
òåëî íå âðàùàåòñÿ, ò. å. íàõîäèòñÿ â ðàâ-
íîâåñèè.

O d2

ad2

E

F2

a
E

F2

K

K

a
ad1

d1F1

F1

Ðèñ. 129

Îïóñòèì èç ò.O íà ëèíèè äåéñòâèÿ ñèë ïåðïåíäèêóëÿðû OK ′ è OE′ è
îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèÿ îò îñè âðàùåíèÿ äî ýòèõ ëèíèé ÷åðåç d1 è d2.
Ïåðåíåñ¼ì òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë âäîëü ëèíèé èõ äåéñòâèÿ â òî÷êè
K ′ è E′.

Åñëè Âû ñëàáî çíàêîìû ñ ïîíÿòèåì ðàáîòû ñèëû, òî ñëåäóþùèé àáçàö
òåêñòà, ÿâëÿþùèéñÿ âûâîäîì óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ, ìîæíî îïóñòèòü è
íà÷èíàòü ÷òåíèå ñ óðàâíåíèÿ (9).

Ïðîâåä¼ì ìûñëåííî òàêîé ýêñïåðèìåíò. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íåçíà÷è-
òåëüíîãî íàðóøåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ê ïðèìåðó, èç-çà î÷åíü ìàëîãî óâåëè-
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÷åíèÿ ñèëû
#�

F 2 èëè ñëàáîãî òîë÷êà òåëî áåñêîíå÷íî ìåäëåííî ïîâåðíó-
ëîñü íà ñêîëü óãîäíî ìàëûé óãîë α ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Â èòîãå òî÷êè
K ′ è E′ ïðèëîæåíèÿ ñèë

#�

F 1 è
#�

F 2 ïåðåìåñòÿòñÿ íà ìàëûå ðàññòîÿíèÿ
d1α è d2α. Ïðè ýòîì ñèëà

#�

F 1 ñîâåðøèò íàä òåëîì îòðèöàòåëüíóþ ðàáî-
òó A1 = −F1d1α, à ñèëà

#�

F 2 � ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó A2 = F2d2α. Ðà-
áîòà âñåõ ñèë íàä òåëîì ðàâíà èçìåíåíèþ åãî êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè.
Íî ïðè áåñêîíå÷íî ìåäëåííîì ïîâîðîòå òåëà êèíåòè÷å-ñêàÿ ýíåðãèÿ
áûëà è îñòà¼òñÿ íóëåâîé. Èòàê, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà òåëî êðîìå óêàçàí-
íûõ äâóõ ñèë äåéñòâóþò åù¼ è äðóãèå ñèëû, èìååìA1+A2+A3+. . . = 0,

−F1d1 + F2d2 + . . . = 0. (9)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è åñòü óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ.

Âèäèì, ÷òî êîëè÷åñòâåííîé âåëè÷èíîé, îòâå÷àþùåé çà ðàâíîâåñèå òå-
ëà è õàðàêòåðèçóþùåé ñïîñîáíîñòü îòäåëüíîé ñèëû âðàùàòü òåëî, ÿâ-
ëÿåòñÿ íå ñàìà ñèëà, à âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëÿ ñèëû
íà ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû.

Ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû íàçûâàåòñÿ

ïëå÷îì ñèëû.

Äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ âåëè÷èíà ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëÿ ñèëû íà ïëå÷î

íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè: M = F · d. Ïî ýòîé
ôîðìóëå îïðåäåëÿåòñÿ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ìîìåíòà ñèëû.

Åñëè ìîìåíòàì, âûçûâàþùèì âðàùåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïðèïè-

ñûâàòü çíàê ïëþñ (ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûìè), à ìîìåíòàì, âûçû-

âàþùèì âðàùåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, � çíàê ìèíóñ (ñ÷èòàòü

îòðèöàòåëüíûìè), òî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (9) ïðèíèìàåò âèä:

M1 +M2 + . . . = 0.

Èòàê, òâ¼ðäîå òåëî ñ çàêðåïë¼ííîé îñüþ âðàùåíèÿ íàõîäèòñÿ â ðàâ-

íîâåñèè â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, åñëè àëãåáðàè-

÷åñêàÿ ñóììà ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè âñåõ äåéñòâóþùèõ

íà òåëî âíåøíèõ ñèë ðàâíà íóëþ.

Ïî-äðóãîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ñóììà
ìîìåíòîâ, âðàùàþùèõ òåëî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ðàâíà ñóììå ìîìåí-
òîâ, âðàùàþùèõ òåëî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè ó ñèë, äåéñòâóþ-
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ùèõ íà òåëî, ñóùåñòâóåò ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà, òî óñëîâèå ðàâíîâå-
ñèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ìîìåíò ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû îòíîñèòåëüíî
îñè âðàùåíèÿ ðàâåí íóëþ, ò. å. ëèíèÿ äåéñòâèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé ñè-
ëû (åñëè îíà ïðè ýòîì îòëè÷íà îò íóëÿ) ïðîõîäèò ÷åðåç îñü âðàùåíèÿ.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî
íåäîñòàòî÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ðàâåíñòâå íóëþ ñóììû ìîìåíòîâ
äåéñòâóþùèõ íà òåëî ñèë òåëî ìîæåò íå òîëüêî ïîêîèòüñÿ, íî è
ðàâíîìåðíî âðàùàòüñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà òåëî äåéñòâóåò è ñèëà ñî ñòîðîíû îñè âðà-
ùåíèÿ, íà êîòîðóþ îíî ïîñàæåíî.

ßñíî, ÷òî íåçàâèñèìî îò íàïðàâëåíèÿ ýòîé
ñèëû å¼ ìîìåíò îòíîñèòåëüíî îñè âðàùå-
íèÿ ðàâåí íóëþ èç-çà ðàâåíñòâà íóëþ ïëå-
÷à ñèëû. Ïîýòîìó â çàïèñè óñëîâèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ òåëà ñ çàêðåïë¼ííîé îñüþ âðàùå-
íèÿ ñèëó ðåàêöèè, äåéñòâóþùóþ íà òåëî
ñî ñòîðîíû îñè, èíîãäà âîîáùå èñêëþ÷à-
þò èç ðàññìîòðåíèÿ.

O

r

F

F1

F2

C

Ðèñ. 130

Ïîêàæåì åù¼ îäèí óäîáíûé íà ïðàêòèêå ìåòîä íàõîæäåíèÿ ìîìåíòà
îòíîñèòåëüíî îñè O ñèëû

#�

F (ñì. ðèñ. 130), òî÷êà C ïðèëîæåíèÿ êî-
òîðîé íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè r îò îñè. Ðàçëîæèì âåêòîð ñèëû

#�

F íà
ñèëó

#�

F 1 ñ ëèíèåé äåéñòâèÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü O è ñèëó
#�

F 2 ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ

#�

F 1 ò. å. çàìåíèì îäíó ñèëó ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé
äâóõ ñèë. Ìîìåíò ñèëû

#�

F 1 îòíîñèòåëüíî îñè O ðàâåí íóëþ, ïëå÷î ñè-
ëû

#�

F 2 ðàâíî r. Ïîýòîìó ìîìåíò M ñèëû
#�

F ðàâåí ìîìåíòó ñèëû
#�

F 2

îòíîñèòåëüíî îñè O ò. å. M = F2 · r.
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Ðàâíîâåñèå òåëà â îáùåì ñëó÷àå

Ïðåäâàðèòåëüíî îáîáùèì ïîíÿòèå ìîìåí-
òà ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè, êîãäà ñèëà

#�

F
äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, íå ïåðïåíäèêóëÿð-
íà îñè OO′ (ñì. ðèñ. 131). Îñü OO1 � ýòî
ìûñëåííàÿ îñü â ïðîñòðàíñòâå. Ïðîâåä¼ì
÷åðåç ò. A ïðèëîæåíèÿ ñèëû

#�

F ïëîñêîñòü
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè. Ïóñòü îñü ïåðåñåêà-
åò ýòó ïëîñêîñòü â ò. C. Ðàçëîæèì ñèëó
#�

F íà äâå ñîñòàâëÿþùèå
#�

F 1 è
#�

F 2 òàê, ÷òî-
áû

#�

F 2 áûëà ïàðàëëåëüíà îñè, ò. å. ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ýòîé ïëîñêîñòè, à

#�

F 1 ëåæàëà â
ýòîé ïëîñêîñòè. Òîãäà

#�

F 1 áóäåò ïåðïåíäè-
êóëÿðíà îñè.

O1

O

A

d
90

F

F1

F2

C

Ðèñ. 131

Ìîìåíòîì ñèëû, íå ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè, íàçûâàåòñÿ ìîìåíò îò-

íîñèòåëüíî ýòîé æå îñè å¼ ñîñòàâëÿþùåé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòîì ñèëû
#�

F îòíîñèòåëüíî îñè OO1 íàçûâàåòñÿ
ìîìåíò ñèëû

#�

F 1 îòíîñèòåëüíî ýòîé æå îñè, ò. å.M = F1d ãäå d � ïëå÷î
ñèëû

#�

F 1. Ýòî îïðåäåëåíèå ëåãêî çàïîìíèòü, ïîñêîëüêó íà èíòóèòèâ-
íîì óðîâíå ÿñíî, ÷òî ñèëà

#�

F 2 íå âûçûâàåò âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã îñè
OO1 è å¼ ìîìåíò ïîòîìó äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

Åñëè íà òåëî äåéñòâóþò íåñêîëüêî ñèë, òî ìîìåíòû ñèë, ñòðåìÿùèõñÿ
ïîâåðíóòü òåëî âîêðóã âûáðàííîé îñè â îäíîì íàïðàâëåíèè, áåðóòñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè, à â ïðîòèâîïîëîæíîì � îòðèöàòåëüíûìè.

Ïóñòü íà òâ¼ðäîå òåëî äåéñòâóþò íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíî íàïðàâëåí-
íûõ â ïðîñòðàíñòâå ñèë, è îíî íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. Ñôîðìóëèðóåì
áåç äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ òåëà â òàêîì íàèáîëåå îáùåì
ñëó÷àå.

Åñëè òâ¼ðäîå òåëî íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè â íåêîòîðîé èíåðöèàëü-

íîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òî ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà

òåëî, ðàâíà íóëþ è ñóììà ìîìåíòîâ âñåõ âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî
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ëþáîé îñè â ïðîñòðàíñòâå òîæå ðàâíà íóëþ:∑
i

#�

F i = 0,
∑
i

Mi = 0. (10)

Îñü ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî, è íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû ýòà îñü
ïðîõîäèëà ÷åðåç òåëî, è ÷òîáû òåëî ìîãëî ðåàëüíî âðàùàòüñÿ âîêðóã
îñè.

Óñëîâèÿ (10) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ òâ¼ðäîãî òåëà.

Ñôîðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, íî
íåäîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ðàâíîâåñèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âûïîëíå-
íèè ýòèõ óñëîâèé òåëî ìîæåò íå òîëüêî ïîêîèòüñÿ, ò. å. íàõîäèòüñÿ
â ðàâíîâåñèè. Öåíòð ìàññ òåëà ìîæåò åù¼ äâèãàòüñÿ ïðÿìîëèíåéíî è
ðàâíîìåðíî, à òåëî ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ ñ ïîñòîÿííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Íàïðèìåð, äëÿ êàòÿùåãîñÿ ïî ñòîëó øàðà óñëîâèÿ
(10) âûïîëíåíû, íî îí íå íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè â èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñî ñòîëîì.

Ñëîæåíèå ïàðàëëåëüíûõ ñèë

Íàõîæäåíèå ðàâíîäåéñòâóþùåé íåñêîëüêèõ ïàðàëëåëüíûõ ñèë óäîáíî
ïðîèçâîäèòü, èñïîëüçóÿ óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ, çàïèñàííîå äëÿ ìîìåíòîâ
ñèë. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå.

Çàäà÷à 120. Íà ïëàñòèíó â ôîðìå êâàä-
ðàòà ñî ñòîðîíîé a = 10 ñì äåéñòâóþò â
ïëîñêîñòè ïëàñòèíû òðè ïàðàëëåëüíûå ñè-
ëû F1 = 20 Í, F2 = 40 Í, F3 = 100 Í,
(ñì. ðèñ. 132). Íàéòè ðàâíîäåéñòâóþùóþ.
Ðåøåíèå. Åñëè ðàâíîäåéñòâóþùàÿ åñòü, òî
#�

R =
#�

F 1 +
#�

F 2 +
#�

F 3. Îòñþäà R = F3 −
− F2 − F1 = 40 Í è íàïðàâëåíà â ñòî-
ðîíó

#�

F 3. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïðèëî-
æåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé âîñïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî îíà îêàçûâàåò íà òåëî òàêîå æå
äåéñòâèå, êàê è ñêëàäûâàåìûå ñèëû.

O

R

F1

F2

F3

A

d

B

Ðèñ. 132
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîìåíò ðàâíîäåéñòâóþùåé îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè
ðàâåí ñóììå ìîìåíòîâ âñåõ ñèë îòíîñèòåëüíî òîé æå îñè. Îñü óäîáíî
âçÿòü ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ïëàñòè-
íû. Ïëå÷è ñèë

#�

F 1,
#�

F 2 è
#�

F 3 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî íóëþ, a
√

2/2 è a
√

2.
Ïóñòü ïëå÷î ñèëû

#�

R ò. å. ðàññòîÿíèå îò ëèíèè å¼ äåéñòâèÿ äî îñè A
ðàâíî d. Òîãäà

−Rd = F1 · 0 + F2a(
√

2/2)− F3a
√

2.

Îòñþäà d =
2F3 − F2

2R
a
√

2 = 20
√

2 ñì ≈ 28 ñì.

Ðàâíîäåéñòâóþùóþ
#�

R ìîæíî ïðèëîæèòü â ëþáîé òî÷êå O íà ëèíèè
å¼ äåéñòâèÿ. Ðåàëüíî âîçäåéñòâîâàòü íà ïëàñòèíó ñ ñèëîé

#�

R ìîæíî ñ
ïîìîùüþ ë¼ãêîãî ñòåðæíÿ BO, æ¼ñòêî ñêðåïë¼ííîãî ñ ïëàñòèíîé.

Îòâåò: Ìîäóëü ðàâíîäåéñòâóþùåé R = 40 Í. Ëèíèÿ å¼ äåéñòâèÿ ïà-
ðàëëåëüíà ñèëàì è ëåæèò â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû íà ðàññòîÿíèè d ≈
≈ 28 ñì îò òî÷êè A.

Öåíòð ìàññ. Öåíòð òÿæåñòè

Ïóñòü äàíî òåëî èëè ñèñòåìà òåë. Ìûñëåííî ðàçîáü¼ì òåëî íà ñêîëü
óãîäíî ìàëûå ÷àñòè ñ ìàññàìè m1,m2,m3, . . . . Êàæäóþ èç ýòèõ ÷à-
ñòåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó. Ïîëîæåíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå i�îé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé mi îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ�
âåêòîðîì #�r i. Ìàññà òåëà åñòü ñóììà ìàññ îòäåëüíûõ åãî ÷àñòåé: m =
=
∑
i
mi. Ïî îïðåäåëåíèþ öåíòðîì ìàññ òåëà (ñèñòåìû òåë) íàçûâàåòñÿ

òàêàÿ òî÷êà C ðàäèóñ�âåêòîð êîòîðîé #�r C îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

#�r C =
1

m

∑
i

mi
#�r i.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ îòíîñèòåëüíî òåëà íå
çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò O ò. å. äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå
öåíòðà ìàññ îäíîçíà÷íî è êîððåêòíî.

Íå âäàâàÿñü â ìåòîäû íàõîæäåíèÿ öåíòðà ìàññ, ñêàæåì, ÷òî öåíòð
ìàññ îäíîðîäíûõ ñèììåòðè÷íûõ òåë ðàñïîëîæåí â èõ ãåîìåòðè÷åñêîì
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öåíòðå èëè íà îñè ñèììåòðèè, öåíòð ìàññ ó ïëîñêîãî òåëà â âèäå ïðî-
èçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè åãî ìåäèàí.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó öåíòðà ìàññ òåëà (èëè ñèñòåìû òåë) åñòü ðÿä çàìå-
÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Â äèíàìèêå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìïóëüñ ïðîèçâîëü-
íî äâèæóùåãîñÿ òåëà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìàññû òåëà íà ñêîðîñòü åãî
öåíòðà ìàññ è ÷òî öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ òàê, êàê åñëè áû âñå âíåøíèå
ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëî, áûëè ïðèëîæåíû â öåíòðå ìàññ, à ìàññà
âñåãî òåëà áûëà ñîñðåäîòî÷åíà â í¼ì.

Öåíòðîì òÿæåñòè òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå òÿãîòåíèÿ Çåìëè, íà-
çûâàþò òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ ñèë òÿæåñòè, äåé-
ñòâóþùèõ íà âñå ÷àñòè òåëà. Ýòà ðàâíîäåéñòâóþùàÿ íàçûâàåòñÿ ñèëîé
òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà òåëî. Ñèëà òÿæåñòè, ïðèëîæåííàÿ â öåíòðå
òÿæåñòè òåëà, îêàçûâàåò íà òåëî òàêîå æå âîçäåéñòâèå, êàê è âñå ñèëû
òÿæåñòè, äåéñòâóþùèå íà îòäåëüíûå ÷àñòè òåëà.

Èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðû òåëà íàìíîãî ìåíüøå ðàçìåðîâ Çåì-
ëè. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà âñå ÷àñòè òåëà äåéñòâóþò ïàðàëëåëü-
íûå ñèëû òÿæåñòè, ò. å. òåëî íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè.
Ó ïàðàëëåëüíûõ è îäèíàêîâî íàïðàâëåííûõ ñèë âñåãäà åñòü ðàâíîäåé-
ñòâóþùàÿ, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü. Íî ïðè îïðåäåë¼ííîì ïîëîæåíèè òåëà
â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî óêàçàòü òîëüêî ëèíèþ äåéñòâèÿ ðàâíîäåéñòâó-
þùåé âñåõ ïàðàëëåëüíûõ ñèë òÿæåñòè, òî÷êà å¼ ïðèëîæåíèÿ îñòàíåòñÿ
ïîêà íåîïðåäåë¼ííîé, ò. ê. äëÿ òâ¼ðäîãî òåëà ëþáóþ ñèëó ìîæíî ïå-
ðåíîñèòü âäîëü ëèíè å¼ äåéñòâèÿ. Êàê æå áûòü ñ òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ?

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè òåëà â îäíîðîäíîì ïîëå
òÿæåñòè ëèíèÿ äåéñòâèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ ñèë òÿæåñòè, äåé-
ñòâóþùèõ íà îòäåëüíûå ÷àñòè òåëà, ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷-
êó, íåïîäâèæíóþ îòíîñèòåëüíî òåëà. Â ýòîé òî÷êå è ïðèêëàäûâàåòñÿ
ðàâíîäåéñòâóþùàÿ, à ñàìà òî÷êà áóäåò öåíòðîì òÿæåñòè òåëà.

Ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè îòíîñèòåëüíî òåëà çàâèñèò òîëüêî îò ôîð-
ìû òåëà è ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû â òåëå è íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òåëà
â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè. Öåíòð òÿæåñòè íå îáÿçàòåëüíî íàõîäèòñÿ
â ñàìîì òåëå. Íàïðèìåð, ó îáðó÷à â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè öåíòð
òÿæåñòè ëåæèò â åãî ãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå.

Ñîîáùèì áåç äîêàçàòåëüñòâà ÷ðåçâû÷àéíî ëþáîïûòíûé è âàæíûé
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ôàêò. Îêàçûâàåòñÿ, â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè öåíòð òÿæåñòè

òåëà ñîâïàäàåò ñ åãî öåíòðîì ìàññ. Íàïîìíèì, ÷òî öåíòð ìàññ òåëà
ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìî îò íàëè÷èÿ ïîëÿ òÿæåñòè, à î öåíòðå òÿæåñòè
ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî ïðè íàëè÷èè ñèëû òÿæåñòè.

Ìåñòîïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè òåëà, à çíà÷èò, è öåíòðà ìàññ, óäîáíî
íàõîäèòü, ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü òåëà è èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ìîìåí-
òà ñèëû.

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 121. Ó ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêîãî øêîëüíèêà äîìà âñåãäà íàéäóò-
ñÿ íåñêîëüêî ëèñòîâ ôîðìàòà À4, êàðàíäàø, ìèëëèìåòðîâàÿ ëèíåéêà
è 10�ðóáëåâàÿ ìîíåòà (ìàññà � 5,65 ã), íî íå äèíàìîìåòð èëè ëàáîðà-
òîðíûå âåñû. Ïîìîãèòå åìó ñïëàíèðîâàòü ýêñïåðèìåíò äëÿ èçìåðåíèÿ
ìàññû ëèñòà áóìàãè.

Ðåøåíèå. Ñâåðíåì ëèñò áóìàãè â ïëîñêóþ òðóáî÷êó øèðèíîé 1�2 ñì
âäîëü íåêîòîðîé îñè (íàïðèìåð, ñòîðîíû èëè äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëü-
íèêà). Òðóáî÷êà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî æåñòêîé, ÷òîáû íå áûëî
çíà÷èòåëüíîãî èñêðèâëåíèÿ ïîä âåñîì ìîíåòû � òîãäà ýòó òðóáî÷êó
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ðû÷àãà.

Êëàäåì òðóáî÷êó íà êðàé ñòîëà, íà îäèí êîíåö òðóáî÷êè êëàäåì ìî-
íåòó èçâåñòíîé ìàññû, à äðóãîé ñäâèãàåì çà êðàé ñòîëà äî òåõ ïîð,
ïîêà íå áóäåò íàéäåíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ðû÷àãà (òðóáêà íå íà÷íåò ïå-
ðåâîðà÷èâàòüñÿ). Êàðàíäàøîì îòìå÷àåì ýòó òî÷êó è ïîòîì ëèíåéêîé
èçìåðÿåì âñå ðàçìåðû.

Ïóñòü äëèíà âñåé òðóáêè ðàâíà L, äëèíà òðóáêè çà êðàåì ñòîëà �
a, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ äî öåíòðà ìàññ ìîíåòû � b, ìàñ-
ñà ìîíåòû � m, ìàññà ëèñòà áóìàãè (òðóáî÷êè) � M . Ïðåäïîëàãàÿ
ïëîòíîñòü áóìàãè ïîñòîÿííîé â ðàçíûõ òî÷êàõ òðóáî÷êè, ïîëó÷àåì,
÷òî ìàññà òðóáî÷êè çà êðàåì ñòîëà ðàâíà Ma/L, à ÷àñòè íà ñòîëå �
M(L− a)/L.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî öåíòð ìàññ êàæäîãî èç ó÷àñòêîâ òðóáî÷êè íàõîäèòñÿ â
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ñåðåäèíå îòðåçêà, çàïèøåì ïðàâèëî ìîìåíòîâ ñèë:

M
a

L
g
a

2
= M

L− a
L

g
L− a

2
+mgb,

Mg(a2 − (L− a)2) = 2mgbL,

M(1− L+ a)(a+ L− a) = 2mbL,

M(2a− L)L = 2mbL,

M = m
2b

2a− L
.

Ïîñêîëüêó a � äëèíà ñòîðîíû áåç ìîíåòû, îíà áóäåò áîëåå äëèííàÿ,
ïîýòîìó âñåãäà 2a− L > 0.

Ýêñïåðèìåíò ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåñòè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ L è b, è ïîòîì îöåíèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå è ïîãðåøíîñòü.

Çàäà÷à 122. Ïðÿìîóãîëüíûé ëåãêèé ñîñóä ñ æèäêîñòüþ ìàññîé m ïî-
ìåùåí íà îäíîðîäíûé ðû÷àã ìàññîé 3m. Â æèäêîñòü îïóùåíî òåëî
ìàññîé 2m, íå êàñàþùååñÿ äíà ñîñóäà è óäåðæèâàåìîå íèòüþ, ïåðå-
êèíóòîé ÷åðåç áëîê (ñì. ðèñ. 133). Êàêîé ìàññû mx ãðóç íåîáõîäèìî
ïîäâåñèòü ê ïðîòèâîïîëîæíîìó êîíöó íèòè, äëÿ ðàâíîâåñèÿ âñåé ñè-
ñòåìû? Òðåíèÿ â îñÿõ ðû÷àãà è áëîêà íåò. Íåîáõîäèìûå ðàññòîÿíèÿ
ìîæíî âçÿòü èç ðèñóíêà.

m3m
2m

mx

Ðèñ. 133

Ðåøåíèå. Ñèëà äàâëåíèÿ íà äíî ñîñóäà F ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî ïî
âñåé ïëîùàäè è íå çàâèñèò îò ìåñòà ïîãðóæåíèÿ â æèäêîñòü òåëà 2m.
Ïðè ýòîì, F = mg + FA, ãäå FA � ñèëà, ïðîòèâîäåéñòâóþùàÿ ñèëå
Àðõèìåäà, äåéñòâóþùåé íà òåëî 2m.
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Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà 2m: T + FA = 2mg, ãäå T � ñèëà íàòÿ-
æåíèÿ íèòè, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óñëîâèÿ
ðàâíîâåñèÿ ãðóçà mx (T = mgx).

Ïðàâèëî ìîìåíòîâ äëÿ ðû÷àãà îòíîñèòåëüíî òî÷êè îïîðû èìååò âèä:
3mgl = F2l.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì mx = 3m/2.

Îòâåò: m = 3m/2.

Çàäà÷à 123. Ïðÿìîóãîëüíûé áðóñîê âûñîòû a è øèðèíû b ñòîèò íà íà-
êëîííîé ïëîñêîñòè, èìåþùåé óãîë ϕ ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ.
Âåñ áðóñêà ðàâåí P . Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñèëó íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü
ê âåðõíåé ãðàíè áðóñêà, ÷òîáû íèæíÿÿ ãðàíü îòîðâàëàñü îò ïîâåðõ-
íîñòè è áðóñîê íà÷àë íàêëîíÿòüñÿ? Ïðè êàêîì êîýôôèöèåíòå ñèëû
òðåíèÿ µ ýòî âîçìîæíî áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ áðóñêà ïî ïîâåðõíîñòè?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà áðóñîê ñòîèò íà
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü òî÷êà O � âåðøèíà ïðÿìîóãîëüíèêà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðî-
èñõîäèò âðàùåíèå áðóñêà. Çàïèøåì ïðàâèëî ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëü-
íî òî÷êè O. Ñèëà òÿæåñòè (âåñ) P ïðèëîæåíà ê öåíòðó òÿæåñòè áðóñêà,
íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç, ïëå÷î ñèëû ðàâíî b/2. Ñèëà F , ïðèëî-
æåííàÿ ê âåðõíåé ãðàíè, èìååò ïëå÷î a, è äëÿ äîñòèæåíèÿ ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî, âäîëü ðåáðà
âåðõíåé ãðàíè. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ:

Fa = P
b

2
⇒ F =

Pb

2a
.

Óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

F ≤ Fïð = µN = µP,

Pb

2a
≤ µP ⇒ µ ≥ b

2a
.

Åñëè ñóùåñòâóåò h � ìèíèìàëüíàÿ âûñîòà, ïðè êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ
ïåðåâîðà÷èâàíèå áðóñêà, òî èç èçìåðåíèé âåëè÷èí b è h ìîæíî îïðå-
äåëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ = b/2h.
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Â ñëó÷àå ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòî-
ðîé îñü àáñöèññ íàïðàâëåíà âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè, à îñü îðäèíàò
ïåðïåíäèêóëÿðíà åé è íàïðàâëåíà âäîëü ñòîðîíû äëèíà a áðóñêà.

Çàïèøåì ïðàâèëî ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè O:

Py
b

2
= Px

a

2
+ Fa.

Âèäíî, ÷òî âåêòîð âåñà áðóñêà, â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò
2 êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòàì ñèë ðàçíîãî çíàêà.

P cosϕ
b

2
= P sinϕ

a

2
+ Fa,

F =
P

2

(
b

a
cosϕ− sinϕ

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè
b

a
cosϕ − sinϕ < 0, èëè tgϕ >

b

a
ñèëà ñòàíîâèòñÿ

îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé, ò. å. áðóñîê îïðîêèíåòñÿ ñàì.

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê:

Px + F ≤ Fïð = µN = µPy,

P sinϕ+
P

2

(
b

a
cosϕ− sinϕ

)
≤ µP cosϕ,

Îòñþäà

µ ≥ tgϕ+
1

2

(
b

a
− tgϕ

)
=

1

2

(
b

a
+ tgϕ

)
.

Âèäíî, ÷òî ïðè ϕ = ôîðìóëû äëÿ F è µ ïåðåõîäÿò â ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

Îòâåò: F =
P

2

(
b

a
cosϕ− sinϕ

)
, µ ≥ 1

2

(
b

a
+ tgϕ

)
.

Çàäà÷à 124[4]. ×åòûðå îäèíàêîâûõ ëåäÿíûõ áðóñêà äëèíîé L ñëîæå-
íû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 134. Êàêèì ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå d, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå áðóñêè ðàñïîëîæåíû ãîðèçîíòàëü-
íî? Ñ÷èòàéòå, ÷òî áðóñêè ãëàäêèå (ìåæäó íèìè íåò òðåíèÿ), è ÷òî
ñèëà òÿæåñòè ïðèëîæåíà ê öåíòðó ñîîòâåòñòâóþùåãî áðóñêà.
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L

d

Ðèñ. 134

F1

L/2

P/2P/2
O

1 2

d/2

Ðèñ. 135

Ðåøåíèå. Ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç 4 áðóñêîâ, áóäåò íàõîäèòüñÿ â ðàâ-
íîâåñèè ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììà ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà áðóñêè (1) è (2), ðàâíà íóëþ (ñì. ðèñ. 135).

Çàïèøåì ïðàâèëî ìîìåíòîâ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà áðóñîê (1), îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè O. ×òîáû ÿñíåå ïðåäñòàâëÿòü ìåñòî ïðèëîæåíèÿ ñèë,
èçîáðàçèì ñðåäíèå áðóñêè ñëåãêà íàêëîíåííûìè (ýòî ïîëîæåíèå îíè
çàéìóò, åñëè èõ ðàçäâèíóòü íà ðàññòîÿíèå ÷óòü áîëåå, ÷åì d). Ñèëà
òÿæåñòè F1 = P ïðèëîæåíà ê öåíòðó áðóñêà. Ïîñêîëüêó îí ñäâèíóò
âëåâî íà ðàññòîÿíèå d/2, òî è ïëå÷à ñèëû ðàâíî d/2. Âåñ P âåðõíåãî
áðóñêà ïðèëîæåí ê âåðõíèì ðåáðàì áðóñêîâ (1) è (2) è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ðàñïðåäåëåí ìåæäó íèìè ïîðîâíó (ê êàæäîìó ðåáðó ïðèëîæåíà
ñèëà P/2). Ïëå÷î ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ðàâíî L/2 − d/2.
Ñîãëàñíî ïðàâèëó ìîìåíòîâ:

P · d
2

=
P

2
·
(
L

2
− r

2

)
.

Îòñþäà d = L/3.

Îòâåò: d = L/3.

Çàäà÷à 125. Ïî äëèííîé ïðÿìîé îäíîðîäíîé ïàëî÷êå ñëåâà íàïðàâî
ñî ñêîðîñòüþ u ïîëç¼ò ìàëåíüêàÿ óëèòêà è êàòèò ïåðåä ñîáîé ë¼ãêèé
ìàëåíüêèé øàðèê. Ìàññà óëèòêèm, à ïàëî÷êèM . Êîíöû ïàëî÷êè îïè-
ðàþòñÿ íà äâå âåðòèêàëüíûå ïðóæèíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè L.
Æ¼ñòêîñòü ëåâîé ïðóæèíû k, à ïðàâîé 2k. Äëèíû ïðóæèí â íåäåôîð-
ìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îäèíàêîâû, à èõ íèæíèå êîíöû çàêðåïëåíû íà
îäíîì ãîðèçîíòàëüíîì óðîâíå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò óëèòêà íàõîäèòñÿ
íà ëåâîì êðàå ïàëî÷êè, íàä ëåâîé ïðóæèíîé (ñì. ðèñ. 136). Îïðåäå-
ëèòå, ñïóñòÿ êàêîå âðåìÿ îò íà÷àëà äâèæåíèÿ óëèòêè øàðèê íà÷í¼ò
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ñêàòûâàòüñÿ ïî ïàëî÷êå â ñòîðîíó ïðàâîé ïðóæèíû. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî æ¼ñòêîñòè ïðóæèí íàñòîëüêî âåëèêè, ÷òî óãîë íàêëîíà ïàëî÷êè
âñåãäà äîñòàòî÷íî ìàë.

2kk

L

Ðèñ. 136

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà óëèòêà íàõîäèòñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè x îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Ïóñòü â äàííûé ìîìåíò ñèëà
óïðóãîñòè ëåâîé ïðóæèíû ðàâíà F1, à ñèëà óïðóãîñòè ïðàâîé ïðóæè-
íû ðàâíà F2 (ñì. ðèñ. 137).

2kk

O
F2F1 x

mg Mg

Ðèñ. 137

Òîãäà ñæàòèå ëåâîé ïðóæèíû ðàâíî ∆x1 =
F1

k
, à ñæàòèå ïðàâîé ïðó-

æèíû ðàâíî ∆x2 =
F2

2k
.

Ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïàëî÷êó, äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ:

F1 + F2 = (m+M)g.

Çàïèøåì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îñè O, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð ìàññ ïàëî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ðèñóíêà:

F1
L

2
= mg

(
L

2
− x
)

+ F2
F

2
.
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Êàê âèäíî èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, â íà÷àëå äâèæåíèÿ (ïðè íåáîëüøèõ x)
F1 > F2, à çíà÷èò, è ∆x > ∆x2, òî åñòü ëåâûé êîíåö ïàëî÷êè íàõîäèòñÿ
íèæå, ÷åì ïðàâûé. Ïðè òàêîì ïîëîæåíèè ïàëî÷êè øàðèê ñòðåìèòñÿ
ñêàòèòüñÿ âëåâî, íî åìó ìåøàåò óëèòêà. Íî êàê òîëüêî ïðàâûé êðàé
ñòàíåò õîòü íåìíîãî íèæå ëåâîãî, øàðèê ñêàòèòñÿ. Â êðèòè÷åñêèé ìî-
ìåíò, êîãäà ñæàòèÿ ïðóæèí ðàâíû, à ïàëî÷êà ãîðèçîíòàëüíà:

∆x1 = ∆x2 ⇒ F2 = 2F1,

F1 + F2 = 3F1 = (m+M)g, îòêóäà F1 =
(m+M)g

3
.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèå ìîìåíòîâ, ïîëó÷èì

(m+M)g

3

L

2
= mg

(
L

2
− x
)

+ 2
(m+M)g

3

L

2
,

îòêóäà

x =
L

2
+

(
m+M

m

)
L

6
=

(
4 +

M

m

)
L

6
.

Çíà÷èò, øàðèê íà÷í¼ò ñêàòûâàòüñÿ ñïóñòÿ âðåìÿ t =
x

u
=

(
4 +

M

m

)
L

6u
.

Îòâåò: t =

(
4 +

M

m

)
L

6u
.

Çàäà÷à 126. Øàð ìàññîé m = 0,2 êã óäåðæèâàåòñÿ äâóìÿ íèòÿìè,
ïðèêðåïë¼ííûìè ê ïîòîëêó è ñòåíå (ñì. ðèñ. 138). Îäíà íèòü ãîðè-
çîíòàëüíà, äðóãàÿ ñîñòàâëÿåò óãîë α = 60° ñ ïîòîëêîì. Íàéòè ñèëû
íàòÿæåíèÿ íèòåé.

Ðåøåíèå. Íà øàð äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè m #�g è ñèëû íàòÿæåíèÿ íè-
òåé

#�

F 1 è
#�

F 2 (ñì. ðèñ. 138). Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ øàðà, ñ÷èòàÿ
åãî ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé:

#�

F 1 +
#�

F 2 +m #�g = 0. (11)

Äàëüíåéøåå ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâåä¼ì òðåìÿ ñïîñîáàìè, ÷òî î÷åíü ïî-
ëåçíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ. Ôàêòè÷åñêè ýòî áóäóò
òðè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðè¼ìà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ èç çàïèñàííîãî âåê-
òîðíîãî ðàâåíñòâà, îòðàæàþùåãî ôèçèêó ÿâëåíèÿ, ìû íàéä¼ì èíòåðå-
ñóþùèå íàñ âåëè÷èíû.
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1�é ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ñëîæèì êàêèå�íèáóäü äâå ñèëû, íàïðèìåð
#�

F 1

è
#�

F 2. Ïîëó÷èì ñèëó
#�

F 12 (ñì. ðèñ. 138), çàìåíÿþùóþ ýòè äâå ñèëû.
Ïîñêîëüêó ñóììà ñèë

#�

F 12 è mg ðàâíÿåòñÿ íóëþ, òî ñèëà
#�

F 12 ðàâíà ïî
ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíà ïî íàïðàâëåíèþ ñèëå mg. Èç ïîëó÷åííîãî

ïàðàëëåëîãðàììà ñèë íàõîäèì F1 = mg ctgα, F2 =
mg

sinα
. Ñ ó÷¼òîì

÷èñëîâûõ äàííûõ F1 =
mg√

3
≈ 1,1 Í, F2 =

2mg√
3
≈ 2,2 Í.

2�é ñïîñîá ðåøåíèÿ. Çàïèøåì âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (11) â ïðîåêöèÿõ
íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü x è âåðòèêàëüíóþ îñü y (ñì. ðèñ. 139):{

− F1 + F2 cosα = 0,

F2 sinα−mg = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî F1 è F2, ïîëó÷àåì:

F1 = mg ctgα, F2 =
mg

sinα
.

m

mg

a

F1

F2

F12

Ðèñ. 138

m

mg

a

F1

F2

a

a
a

a

y
x1

x

Ðèñ. 139

3�é ñïîñîá ðåøåíèÿ. Èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èëè æåëàíèå ïî-
ëó÷èòü èç âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà òàêîå ñêàëÿðíîå, â êîòîðîå íå âõîäè-
ëà áû ïðîåêöèÿ êîíêðåòíîãî (îáû÷íî íåèçâåñòíîãî) âåêòîðà. Íåòðóäíî
äîãàäàòüñÿ, ÷òî äëÿ ýòîãî íàäî çàïèñàòü âåêòîðíîå ðàâåíñòâî â ïðîåê-
öèÿõ íà îñü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòîìó âåêòîðó.

Â íàøåé çàäà÷å íàïðàâèì îñü x1 (ñì. ðèñ. 139) ïåðïåíäèêóëÿðíî ñèëå
F2 à îñü y ïåðïåíäèêóëÿðíî ñèëå F1. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (11), çàïè-
ñàííîå â ïðîåêöèÿõ íà ýòè îñè, èìååò âèä:{

F1 sinα−mg cosα = 0, íà x1,

F2 sinα−mg = 0, íà y.
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Â êàæäîì óðàâíåíèè ïîëó÷èëè òîëüêî ïî îäíîé íåèçâåñòíîé âåëè÷èíå,
÷òî î÷åíü óäîáíî. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì F1 èç âòîðîãî F2.

Àíàëèç òðåòüåãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò äàòü äâà ïîëåçíûõ
ïðàêòè÷åñêèõ ñîâåòà ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ
óðàâíåíèé, ò. å. íå ñëåäóþùèõ äðóã èç äðóãà, ìîæíî çàïèñàòü

âåêòîðíîå ðàâåíñòâî â ïðîåêöèÿõ íå òîëüêî íà âçàèìíî ïåðïåí-

äèêóëÿðíûå îñè, íî è íà îñè, íàïðàâëåííûå äðóã ê äðóãó ïîä îñò-

ðûì èëè òóïûì óãëîì. Âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðíîãî
ðàâåíñòâà è ñîâîêóïíîñòè ñêàëÿðíûõ ðàâåíñòâ óæå çàòðàãèâàëñÿ
â íà÷àëå ïàðàãðàôà;

2. Âûáèðàòü îñè êîîðäèíàò ñëåäóåò èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà, ñòà-
ðàÿñü íàïðàâèòü èõ ïåðïåíäèêóëÿðíî íåèçâåñòíûì âåêòîðàì, â
îñîáåííîñòè òåì, êîòîðûå â äàííîé çàäà÷å íå ïðîñÿò èñêàòü. Íà-
ïðèìåð, ïóñòü â çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè òîëüêî F1. Òîãäà çàïè-
ñûâàåì ëèøü îäíî óðàâíåíèå â ïðîåêöèÿõ íà îñü x1 è íàõîäèì
èç íåãî F1. Ðàöèîíàëüíûé âûáîð îñåé êîîðäèíàò ïîìîãàåò ñîêðà-
òèòü ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè.

Çàäà÷à 127. Íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 140) ñ óãëîì íàêëîíà
α = 30° ëåæèò áðóñîê ìàññîé m = 1 êã. Íàéòè ñèëó òðåíèÿ ìåæäó
áðóñêîì è íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ.

a

x
mg

N
Fтр

Ðèñ. 140

Ðåøåíèå. Íà áðóñîê äåéñòâóåò ñèëà òÿæå-
ñòèm #�g ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ

#�

F òð è ñèëà íîð-

ìàëüíîãî äàâëåíèÿ
#�

N . Âîïðîñ î òî÷êå ïðè-
ëîæåíèÿ ñèëû

#�

N çàòðàãèâàòü ïîêà íå áó-
äåì, ò. ê. ýòî íå ñóùåñòâåííî äëÿ ðåøåíèÿ
äàííîé çàäà÷è. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ áðóñ-
êà:

m #�g +
#�

F òð +
#�

N = 0.

Íåèçâåñòíóþ ñèëó
#�

N èñêàòü â çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ. Ïîýòîìó íàïðà-
âèì îñü x ïåðïåíäèêóëÿðíî åé è çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ áðóñêà
â ïðîåêöèÿõ íà ýòó îñü: −mg sinα+ Fòð = 0. Îòñþäà Fòð = mg sinα.

Çàäà÷à 128. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü ìàññîé m1 (ñì. ðèñ. 141) øàð-
íèðíî çàêðåïë¼í â íèæíåé òî÷êå A è óäåðæèâàåòñÿ çà âåðõíèé êîíåö
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ë¼ãêèì òðîñîì BC ñîñòàâëÿþùèì óãîë β ñî ñòåðæíåì. Â ò. B ïîäâå-
øåí ãðóç ìàññîém2. Óãîë íàêëîíà ñòåðæíÿ ê ãîðèçîíòó α. Íàéòè ñèëó
íàòÿæåíèÿ òðîñà.

A

C
B

a

T
d

F

F1

F2

m2
m1g

m2g

β

R

Ðèñ. 141

Ðåøåíèå. Íà ñòåðæåíü äåéñòâóþò ñèëà íà-
òÿæåíèÿ òðîñà

#�

F , ñèëà
#�

T ñî ñòîðîíû ãðó-
çà, ñèëà òÿæåñòè m #�g , ïðèëîæåííàÿ â öåí-
òðå ñòåðæíÿ, è ñèëà ðåàêöèè

#�

R ñî ñòîðî-
íû øàðíèðà. Îáîçíà÷èì äëèíó ñòåðæíÿ
÷åðåç L. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ìîìåí-
òîâ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè A. Ìîìåíò ñè-
ëû

#�

R ðàâåí íóëþ. Ìîìåíò m1g ñèëû åñòü

M1 = m1g
L

2
cosα. Ìîìåíò ñèëû T = m2g

ðàâåí M2 = m2gL cosα. Ïëå÷î ñèëû
#�

F
åñòü d = L sinβ å¼ ìîìåíò M3 = −Fd =
= −FL sinβ.

Ìîìåíò M3 ìîæíî íàéòè è äðóãèì ñïîñîáîì, ðàçëîæèâ ñèëó
#�

F íà äâå
ñîñòàâëÿþùèå

#�

F 1 è
#�

F 2 è çàìåòèâ, ÷òî M3 = −F2L = −(F sinβ)L.

Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ ñ çàêðåïë¼ííîé îñüþ A:

M1 +M2 +M3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

m1g
L

2
cosα+m2gL cosα− FL sinβ = 0.

Îòñþäà

F =
(
m2 +

m1

2

)
g

cosα

sinβ
.

Çàäà÷à 129. Íà ë¼ãêîì ñòåðæíå
(ñì. ðèñ. 142) çàêðåïëåíû øàðû ìàñ-
ñàìè m1 = 3 êã, m2 = 2 êã, m3 = 6 êã,
m4 = 3 êã. Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè
ëþáûõ áëèæàéøèõ øàðîâ a = 10 ñì. Íàé-
òè ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè è öåíòðà
ìàññ êîíñòðóêöèè.

A

m2g

m4

m3g
m1g m4g

m3m2m1 C

Ðèñ. 142
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Ðåøåíèå. Ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî øàðîâ öåíòðà òÿæåñòè êîíñòðóê-
öèè íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ñòåðæíÿ â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è óäîáíî ðàñïîëîæèòü ñòåðæåíü ãîðèçîíòàëüíî, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 142. Ïóñòü öåíòð òÿæåñòè íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè L îò öåí-
òðà ëåâîãî øàðà, ò. å. îò ò. A. Â öåíòðå òÿæåñòè ïðèëîæåíà ðàâíî-
äåéñòâóþùàÿ âñåõ ñèë òÿæåñòè, è å¼ ìîìåíò îòíîñèòåëüíî îñè A ðàâåí
ñóììå ìîìåíòîâ ñèë òÿæåñòè øàðîâ. Èìååì: R = (m1+m2+m3+m4)g,
RL = m2ga+m3g2a+m4g3a. Îòñþäà

L =
m2 + 2m3 + 3m4

m1 +m2 +m3 +m4
a = 16,4 ñì.

Îòâåò: Öåíòð òÿæåñòè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ è íàõîäèòñÿ â òî÷êå
C íà ðàññòîÿíèè L ≈ 16,4 ñì îò öåíòðà ëåâîãî øàðà.

Çàäà÷à 130. Ëåñòíèöà ìàññîé m ïðèñòàâëåííàÿ ê ãëàäêîé ñòåíå, ïî-
êîèòñÿ (ñì. ðèñ. 143). Öåíòð òÿæåñòè ëåñòíèöû â å¼ ñåðåäèíå, íèæíèé
êîíåö ëåñòíèöû íà ðàññòîÿíèè l îò ñòåíû, à âåðõíèé íà ðàññòîÿíèè h
îò ïîëà. Íàéòè ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ëåñòíèöó ñî ñòîðîíû ñòåíû è
ïîëà.

l
K

R N

mg

BaA

h
x

y

F2

F1

Ðèñ. 143

Ðåøåíèå. Íà ëåñòíèöó äåéñòâóþò ñèëà
#�

N
ñî ñòîðîíû ñòåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî åé, ñè-
ëà òÿæåñòè m #�g è ñèëà ðåàêöèè

#�

R ñî ñòî-
ðîíû ñòîëà. Äëÿ óäîáñòâà ðàçëîæèì ñèëó
#�

R íà ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ ñî-
ñòàâëÿþùèå

#�

F 1 è
#�

F 2. Êñòàòè,
#�

F 1 íàçûâà-
åòñÿ ñèëîé òðåíèÿ, à

#�

F 2 � ñèëîé íîðìàëü-
íîãî äàâëåíèÿ.

Íàéäÿ
#�

F 1 è
#�

F 2 ëåãêî íàéòè R è óãîë α. Ìû èìååì äåëî ñ ïëîñêîé
ñèñòåìîé ñèë. Ðåøèì çàäà÷ó òðåìÿ ñïîñîáàìè.

1�é ñïîñîá. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ëåñòíèöû äëÿ ïðîåêöèé
ñèë íà îñè x è y, à óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ñèë çàïèøåì

äëÿ îñè A: F1 −N = 0, F2 −mg = 0, mg
l

2
−Nh = 0.
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Îòñþäà F1 = N =
mg

2
· l
h
, F2 = mg. Òåïåðü íàõîäèì R è α:

R =
√
F 2

1 + F 2
2 = mg

√
1 +

(
l

2h

)2

, tgα =
F2

F1
=

2h

l
.

2�é ñïîñîá. Çàïèøåì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïðîåêöèé ñèë òîëüêî
íà îñü y, à óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ñèë çàïèøåì äëÿ äâóõ
îñåé A è K:

F2 −mg = 0, mg
l

2
−Nh = 0, mg

l

2
− F1h = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì óðàâíåíèè ïîëó÷èëîñü òîëüêî ïî îäíîé íåèç-
âåñòíîé ñèëå, ÷òî î÷åíü óäîáíî. Èç ïîñëåäíèõ òð¼õ óðàâíåíèé íàõîäèì
F1, F2, N , à çàòåì R è α.

3�é ñïîñîá. Òåïåðü çàïèøåì âñå òðè óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ñèë. Âîçü-

ì¼ì îñè A, K è B: mg
l

2
−Nh = 0, mg

l

2
− F1h = 0, F2

l

2
−Nh = 0. Ýòè

òðè óðàâíåíèÿ òîæå äàþò âîçìîæíîñòü íàéòè âñå íåèçâåñòíûå ñèëû.

Îòâåò: Ñòåíà äåéñòâóåò íà ëåñòíèöó ñ ñèëîé N =
mg

2
· l
h
, à ïîë ñ

ñèëîé R = mg
√

1 + (l/2h)2 ïîä óãëîì α

(
tgα =

2h

l

)
ê ãîðèçîíòó.

Çàäà÷à 131. Îäíîðîäíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ áàëêà ìàññîé m = 60 êã
îïèðàåòñÿ íà îïîðû â òî÷êàõ A è B (ñì. ðèñ. 144). Íà êîíöå áàëêè
âèñèò ãðóç ìàññîé m1 = 50 êã. Îïðåäåëèòü ñèëû äåéñòâèÿ áàëêè íà
îïîðû, åñëè l1 = 2 ì, l2 = 0,5 ì.

l1
F1

BQ

y

mg
F2

A

m1

l2

Ðèñ. 144

Ðåøåíèå. Íà áàëêó äåéñòâóþò ñè-
ëû:

#�

Q ñî ñòîðîíû ãðóçà, ñèëà òÿæå-
ñòèm #�g ñèëû

#�

F 1 è
#�

F 2 â îïîðàõ. ßñ-
íî, ÷òî Q = m1g. Áàëêà íàõîäèòñÿ
â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì ïëîñ-
êîé ñèñòåìû ïàðàëëåëüíûõ ñèë. Ðå-
øèì çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè.
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1�é ñïîñîá. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ áàëêè äëÿ ïðîåêöèé ñèë
íà îñü y è äëÿ ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè A:

−m1g −mg + F1 + F2 = 0,

−m1g(l1 + l2)−mg1

2
(l1 + l2) + F1l2 = 0.

Èìååì äâà óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ñèëàìè
#�

F 1 è
#�

F 2. Ïîäñòà-
âèâ â óðàâíåíèå ÷èñëîâûå äàííûå èç óñëîâèÿ çàäà÷è, íàõîäèì F1 ≈
≈ 4 · 103 Í, F2 = 2,9 · 103 Í. Ìû íàøëè ñèëû, äåéñòâóþùèå íà áàëêó.
Íî ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, áàëêà äàâèò íà îïîðû ñ òàêèìè æå
ïî ìîäóëþ ñèëàìè.

2�é ñïîñîá. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ áàëêè çàïèøåì äëÿ ìîìåíòîâ ñèë
îòíîñèòåëüíî îñåé A è B:

−m1g(l1 + l2)−mg1

2
(l1 + l2) + F1l2 = 0,

−m1gl1 −mg
(
l1 + l2

2
− l2

)
+ F2l2 = 0.

Â êàæäîì óðàâíåíèè îêàçàëîñü òîëüêî ïî îäíîé íåèçâåñòíîé ñèëå, èõ
ëåãêî íàéòè.

Îòâåò: Áàëêà äàâèò íà îïîðû ñ ñèëàìè F1 ≈ 4 ·103 Í, F2 ≈ 2,9 ·103 Í.

Çàäà÷à 132. Íà äâóõ âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ ãëàäêèõ ïëîñêîñòÿõ
(ñì. ðèñ. 145) ëåæèò îäíîðîäíûé øàð
ìàññîé m (mg = 60 Í). Îïðåäåëèòü ñèëû
äàâëåíèÿ øàðà íà ïëîñêîñòè, åñëè îäíà
èç ïëîñêîñòåé ñîñòàâëÿåò ñ ãîðèçîíòîì
óãîë α = 30°.

A BN1

O

mg

y
x

N2

a

Ðèñ. 145

Ðåøåíèå. Íà øàð äåéñòâóþò ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòÿì ñèëû
#�

N1

è
#�

N2. Ñèëà òÿæåñòè m #�g ïðèëîæåíà â öåíòðå øàðà. Èìååì äåëî ñ
ïëîñêîé ñèñòåìîé ñèë, ëèíèè äåéñòâèÿ êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå. Ðåøèì çàäà÷ó òðåìÿ ñïîñîáàìè.

1�é ñïîñîá. Íàïðàâèì îñü x ïåðïåíäèêóëÿðíî îäíîé ïëîñêîñòè, à îñü
y � äðóãîé. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ øàðà äëÿ ïðîåêöèé ñèë
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íà ýòè îñè:
N2 −mg sin 30° = 0,

N1 −mg cos 30° = 0.

Îòñþäà
N1 = mg · sin 30° = 30 Í,

N2 = mg · cos 30° ≈ 52 Í.

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà ñ òàêèìè æå ïî ìîäóëþ ñèëàìè
#�

N1 è
#�

N2

øàð äàâèò íà ïëîñêîñòè.

2�é ñïîñîá. Çàïèøåì îäíî óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïðîåêöèé ñèë íà
îñü x, à âòîðîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî
îñè B:

N2 −mg sin 30° = 0,

N1R−mgR cos 30° = 0.

Çäåñü R � ðàäèóñ øàðà. Èç ýòèõ óðàâíåíèé íàõîäèì N1 è N2.

3�é ñïîñîá. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ñèë îòíîñè-
òåëüíî îñåé A è B:

−N2R+mgR sin 30° = 0,

N1R−mgR cos 30° = 0.

Îòñþäà ëåãêî íàõîäÿòñÿ N1 è N2.

Îòâåò: N2 = 30 Í, N1 ≈ 52 Í.

Çàäà÷à 133. Ê âåðòèêàëüíîé ãëàäêîé ñòåíå (ñì. ðèñ. 146) ïîäâåøåí íà
íèòè äëèíîé l îäíîðîäíûé øàð ðàäèóñîì R è ìàññîé m. Îïðåäåëèòü
íàòÿæåíèå íèòè è ñèëó äàâëåíèÿ øàðà íà ñòåíó.

A

BO
mg

N

y T
a

Ðèñ. 146
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Ðåøåíèå. Íà øàð äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè, ïðèëîæåííàÿ â öåíòðå òÿ-
æåñòè øàðà O, ñèëà äàâëåíèÿ

#�

N ñòåíû íà øàð, íàïðàâëåííàÿ èç�çà
îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñòåíå ê ò.O è ñèëà íàòÿæåíèÿ íè-
òè

#�

T . Ïîñêîëüêó øàð íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî ñóììà ìîìåíòîâ âñåõ
òð¼õ ñèë îòíîñèòåëüíî ò. O äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ëèíèè äåéñòâèÿ
ñèë m #�g è

#�

N ïðîõîäÿò ÷åðåç ò. O è èõ ìîìåíòû � íóëü. Çíà÷èò, è
ìîìåíò ñèëû

#�

T òîæå íóëü, ò. å. ëèíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû
#�

T äîëæíà ïðî-
õîäèòü ÷åðåç öåíòð øàðà.

Ïîñòàðàåìñÿ ñîñòàâèòü òàêèå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðûå áû âõî-
äèëî òîëüêî ïî îäíîé íåèçâåñòíîé ñèëå. Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ
ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè A äà¼ò óðàâíåíèå ñ îäíîé íåèçâåñòíîé
ñèëîé N :

−mgR+N ·AB = 0.

Îòñþäà

N =
mgR

AB
= mg

R√
l2 + 2Rl

.

Ñ òàêîé æå ïî ìîäóëþ ñèëîé øàð äàâèò íà ñòåíó.

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè B äà¼ò
óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî âòîðóþ íåèçâåñòíóþ ñèëó T :

−mgR+ TR cosα = 0.

Îòêóäà

T =
mg

cosα
= mg

R+ l√
l2 + 2Rl

.

Íàéòè ñèëó T ìîæíî åù¼ ïðîùå, çàïèñàâ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ
ïðîåêöèé ñèë íà âåðòèêàëüíóþ îñü y: −mg + T cosα = 0.

Îòâåò: T = mg
R+ l√
l2 + 2Rl

, N = mg
√
R
√
l2 + 2Rl.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 134. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè çåìëè ëåæèò îäíîðîäíîå
áðåâíî ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ìàññîé 110 êã. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñèëó
íàäî ïðèëîæèòü ê áðåâíó, ÷òîáû ïðèïîäíÿòü åãî çà îäèí êîíåö?



140 Ñòàòèêà

Îòâåò: 55 êã.

Çàäà÷à 135. Äîñêà îïèðàåòñÿ âåðõíèì êîíöîì î ãëàäêóþ âåðòèêàëü-
íóþ ñòåíó, à íèæíèé êîíåö íàõîäèòñÿ íà ïîëó. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ ìåæäó äîñêîé è ïîëîì µ = 0,5. Ïðè êàêèõ óãëàõ íàêëîíà
äîñêè ê ãîðèçîíòó äîñêà íå óïàä¼ò íà ïîë?

Îòâåò: áîëåå 30 ãðàäóñîâ.

Çàäà÷à 136. Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè ðàâíî l. Êà-
êîé äëèíû d ñòåðæåíü, ïîñòàâëåííûé íàèñêîñü ìåæäó ñòåíêàìè, íå
áóäåò îïóñêàòüñÿ, åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ñòåðæíåì è ñòåí-
êàìè ðàâåí µ (ñì. ðèñ. 147)?

Îòâåò: l < d < l
√
µ2 + 1.

g
l

μ μ

Ðèñ. 147
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